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Angewandte Mathematik
HAK Band 4

2.

Integralrechnung




Ang.Mat. HAK4 S.96 5.1 (1/6) <©
Beispiel mit konstanter Zuflussrate:

A f(x) Anderungsrate in L/min
f(x) =3

X Zeit
in Mmin
>

]
® 1 2 3 4 5 6 7 8



Ang.Mat. HAK4
Zuflussmenge als Flacheninhalt:

x3

3L
/min

5.96 5.1 (2/6) <©

Af(x) Anderungsrate in L/min

3L/min *4 min =12 L £




Ang.Mat. HAK4 S.96 5.1 (3/6) “©
Zuflussmenge mithilfe der Bestandsfunktion

F(x) Gesamtmenge in L




Ang.Mat. HAK4 $.96 5.1 (4/6) <O
Beispiel mit nicht konstanter Zuflussrate:

.......
------
S

A f(x) Anderungsrate in L/min
f(x) =-0,3 *x*2 +0,6 *Xx




Ang.Mat. HAK4 S.96 5.1 (5/6) “©
Zuflussmenge als Flacheninhalt:

Af(x) Anderungsrate in L/min

3—- ‘¢'
| , "_'21 2,4 |
T 1,7 *1 X Zeit
£ .° e’ 13 . *1 ' :
1o gt 0 L Inmin
@_r | | | | | | | | )



Ang.Mat. HAK4 S.96 5.1 (6/6) <
Zuflussmenge mithilfe der Bestandsfunktion

A F(x) Gesamtmenge in L




Ang.Mat. HAK4 S.97 5.02 ¢

A Wachstumsgeschwin-
digkeit in cm/Tag

90

80+
70+
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301
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3 6 9 12 15 18 21



Ang.Mat. HAK4 $.98 5.2 1/3

A f(x) Durchflussrate in m*3/min
40

1. Halbzeit ' Pau. 2. Halbzeit | ’Z‘ .

10 + I : .e'lt
: : in

S ———— Tl L



Ang.Mat. HAK4

40-

S.98 5.2 2/3

A f(x) Durchflussrate in m*3/min

20- B : :
Fliche | Fldche| | Eriche ) | x
| =f(X_1) =f(X_2) : =f(X_3) Flache : Zeit
10 +30 *30 | 30 =f(;(§4) YR
| | - * | .
: : : ' min
I um— H—>
\ x_1 30 Xx2: x.3 90 X_4

< dx =3®>§




Ang.Mat. HAK4 S.98 5.2 3/3

A f(x) Durchflussrate in m”~3/min

40

30- f

20—
X

10 - .Ze1t
in
mi;

“ PR 128



A

GO

f(x)




A

"“int[a; b](f(x) 'dx)




Ang.Mat. HAK4 S.99 5.03

Af(x) Durchflussrate in m~3/min

40+

Zeit
in
min







Ang.Mat. HAK4 S.99 5.07 a
"Int[O; 5](f(x) "dx)

A f(x)
5__




int[-2; 3](f(x) "dx)




Ang.Mat. HAK4 S.99 5.07 ¢
int[1; 3](f(x) "dx)
Af(x) f

14
121




Ang.Mat. HAK4 S.100 1/4
A f(x)




Ang.Mat. HAK4 S.100 2/4 ¢
A f(x) :




Ang.Mat. HAK4 S 100 3/4 <=
Af(x)

f(x) =x~3 -x 0,5-

Flacheninhalt
=0,25

Flacheninhalt
=0,25

"Int[-1; 1](f(x) 'dx) =0,25 -0,25 =0



Ang.Mat. HAK4 S.100 4/4

50

25

Af(x)

f(x) =32x~3 -96x"2 +64x

i FL. =12,5

"Int[0,5; 2,5](f(x) 'dx) =3,5 -8 +12,5 =8



Ang.Mat. HAK4 S.100 5.09 <©
Af(x)

f(x) =0,15x*2 -1,5x +2,4




Ang.Mat. HAK4 S.101 5.10 =
A f(x)
3 -




Ang.Mat. HAK4 ) 5.101 5.11 <O







Ang.Mat. HAK4 S.101 5.17

A f(x)




Ang.Mat. HAK4 S.102 Satz 1/2

: | (F(x) -g(x)) *dx
.................. .
f(x) |:
-g(x) | :
..3... g
B S-SR :.7..1___._ L immmmT
<> "
: dx ' >
) ; I'o

"int[a; b](f(x) -g(x) "dx)



Ang.Mat. HAK4 S.102 Satz 2/2
Af(X), g(x) £




Ang.Mat. HAK4 S.102 Musterbeispiel

Af(x), g(x) in cm




Ang.Mat. HAK4 S.102 Lésung ©

Teilflache 1: Teilflache 2:
¥y =
[~
\
\
| .\
/
/
/
|~




Af(x), g(x)

f(x) ="sin(x)
g(x) =2 *'sin(x) 2T T




A f(x)







Ang.Mat. HAK4 S.103 5.24
A f(X), g(x) f




5.103 5.25 <

Ang‘Mat' HAK4 Af(X), g(x),




Ang.Mat. HAK4 S.104 1/3
A v(t) in km/h

.x.s
+ (5 km/h) *(6 h)
5 km/h
" —+ =30 km
1 tinh
1 2 3 4 5 6




4 km/h

tinh

Ang.Mat. HAK4 S.104 2/3 < ©
A v(t) in km/h
.x 5
5km/h| | 10 km
T 16 km
V | I | |
| | | |
O 1 2 3 4 5
< 2P i 4 h




Ang.Mat. HAK4 S.104 3/3 <O

A v(t) in km/h

S int[®; 6](-0,07
km/h| T *t*2 +5) 'dt)




Ang.Mat. HAK4 S.104 Satz <©

A v(t)

. Flicheninhalt :

i ="Wegldnge : .

| | >
0 t_1 t 2



60 -

40 -

20 -

Av(t) iIn m/s y

t
ins
| | | | | | >

| | | | | |
100 200 300 400 500 600
"Int[®; 300](v(t) 'dt)



Ang.Mat. HAK4 S.105 5.28 a) @

A Geschwindigkeit in m/s

15




Ang.Mat. HAK4
A Geschwindigkeit in km/h

100+
80 -
60-

40 .
Zet
20 - in
min
| | | | | | | | | | )
@ | | | | | | | | | |
30 40 50 60 70 80 90 100



Ang.Mat. HAK4 S.105 5.28 c) "L

A Geschwindigkeit in m/s

Zeit
ins
o [ t—+—1—FT—1—>
5 10 15 20 25 30




Ang.Mat. HAK4 S.105 5.28 d) &
A Geschwindigkeit in m/s

251+
20+
15 -
10 -
2 Zeit
| | ins
| | | >




Ang.Mat. HAK4 S.105 5.31<Q

A v(t) in m/s

20

15 -

10 -

mns

| | | | | | | |
20 40 60 80 10 12014 16 18




Ang.Mat. HAK4 if(x)’ F(x) S.107 5.34 =
4

LY.

\‘\
Legende: '
f
====F_1
—— F_2 | :;
— 2 40 A




Ang.Mat. HAK4 S 109 5.49

A G'(x) in GE/ME

X
in

ME
>

1
10 11 12 13




Ang.Mat. HAK4 S.109 5.52 c) “©
iG'(X), E'(x) in GE/ME

70
60 3

50 %4

40 + L
30
20 -
10 |

pR S X in ME
@ | | | | | | * | | )
5 10 15 20 25 30 35 40 45




Ang.Mat. HAK4 S.110 5.4

F(x)
F(b)
F(b)
-F(a) | )
F(a) =
: : X
| | | | | —>
® X0 x1 x2 x3 X n-1x.n

=a =b



Ang.Mat. HAK4 S 111 5.60

F(x) iIn m
S Legende:

rote Tulpen
weiBe Tulpen
Rasen

X1inm
| >




AK'(x) in EUR/hL
35+

30
25 |
20T
15 T
10

5

0



Ang.Mat. HAK4 S.112 5.5 0

Differentialrechnung - Grundvorstellung:
Steigung an der Stelle x

A




Ang.Mat. HAK4 S.1125.5 ©

Differentialrechnung -
Anwendungsbeispiele:

1) Weg -> Geschwindigkeit

AWeg in m Weg in m
/Zeit In s
.. =Geschwindig-
.Ze1t keit in m/s
ins
>

2) Bestand -> Anderungsrate

A durchgefl.

: durchgefl.
Wasser 1n L

Wasser Volu-
men in L /Zeit

in h =Durch-
Zeit flussrate in
inh L/h

>



Integralrechnung - Grundvorstellung:
Flacheninhalt im Intervall [a; b]

A




Ang.Mat. HAK4 S.1125.5 ©

Integralrechnung -
Anwendungsbeispiele:

1) Geschwindigkeit -> Weg

A Geschw. Geschwindig-
in m/s keit *Zeit in
m/s *s =Weg
Zeit inm
ins
)

2) Anderungsrate -> Bestand

A Durchfluss- Durchflussrate
rate in L/h *Zeit in L/h *h
=durchgeflos-
senes Volumen
Zeit InlL
inh




Ang.Mat. HAK4 S.113 5.6 3O
AT A F_1(x), F_2(x




Ang.Mat. HAK4 S.113 5.6 30
A.Z f(x)




Ang.Mat. HAK4 S.113 5.65 @

A N'(t) in 100000 AbonnentInnen
pro Jahr




Ang.Mat. HAK4 S.113 5.66 "
A Anderungsrate Q(t) in m~3 pro Tag

Zeit in
— | | ML
© 58 91 182 274 365
Janner April Juli  Oktober Dezember




Ang.Mat. HAK4 S 114 5.67

Af (x)in m




Ang.Mat. HAK4 5.114 5.68 <C
f(X), g(X) in m

-
-
-
—-—
—-—
——
—-—




Ang.Mat. HAK4 S.114 5.69 <O
f(x), g(x) in dm

2




Ang.Mat. HAK4 S.114 5.70 <©

Af(x) Inm

Xinm
: | >
-4 "



Ang.Mat. HAK4 S.115 5.71 ©

X
>




Ang.Mat. HAK4 5.11 5 5.72

32+
30
281
26+
24
22-

20

18 -

A Temperatur T(t) in °C

Uhrzeittin h

16

———+—+—+—++>

I B
N R B |
O 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24



Ang.Mat. HAK4

fA- *(b -a) ="int[a; b](f(x) 'dx)

fA . -

A

"int[a; b](f(x) 'dx)

| >
a b



Ang.Mat. HAK4 S.116 5.74 &




Ang.Mat. HAK4 S.116 5.75

A Geschwindigkeit in m/s

Zeit
ins

| | | | | , , | N

| | | | | | |
5 10 15 20 25 30 35 40



Ang.Mat. HAK4 S.116 5.75 d) ©

A Geschwindigkeit
v_O S v_1
Zeit
Y v Zei




Ang.Mat. HAK4 S.116 5.76 <@

§ Blobber

|
|
-7 NN Wasser-
ober-

Luftkissen flache




Ang.Mat. HAK4 S.116 5.77 &
AV(t) in m/s




Ang.Mat. HAK4 S.117 5.78 “¢

Af(x) Personen (Tausende)

150

100

50

0 25 50 75 100
Alter in Jahren



Ang.Mat. HAK4 S 117 5.79 =
A E(t) in EUR pro Jahr

350001+
30000+
25000
20000+
150001
10000 .
000 Jahren

o 1 20 30 40 50 60



Ang.Mat. HAK4 S.118 5.83 0

A q(t) in L/h
40




Al‘lg.Mat. HAK4 5.11 8 5. 8 4

Arate r(t) in litres per minute




Ang.Mat. HAK4 S.119 5.86 ¢
A f(x)
5 f
a--
3
i
i
S T
1 2 3 4 5 6
A f(x)
5+ f
a--
3
i
14
———+—+—+——>
® 1 2 3 4 5 6

6
........
RIS



Ang.Mat. HAK4 S 119 5.88

A momentane Anderungsrate der Linge in

3 -

cm pro Monat

Alter
in
Monaten

| | | | | | 3

I R R
1 r T & T & & & T 1
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22



Ang.Mat. HAK4 S.120 5.1/2<F

A
50000+ I I

40000 -

300001

20000

eit in
Jahren
|
O 1 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12

10000




A Zahlungs-
strom

Teilzahlung
R(t) *dt

A
abzinsen__ - -1 T(t)
, . so” *e/\(_i_s *t) Zeit
“ S LA
Y : : b

dt



Ang.Mat. HAK4 S.121 Gleichgewicht
A Preis in GE/ME

p[\* S *9’
=Gleichge-| = -

wicht- X in ME

spreis | >

) . .
xM* = Gleichgewichtsmenge




TPreis in GE/ME TPreis in GE/ME

p_N p_A

p_N p_A
&

. ME
Q f XIA* )
Konsumenten sind bereit Tatsachlich zahlen

"int[®, x2*](p_N(x) zu sie aber nur
zahlen pA* *xA*



Ang.Mat. HAK4 S.121 Konsumentenrente 2/2 <)
TPreis in GE/ME

p_N p_A

ME

@ xA*

Konsumenten sparen also: "int[0, xA*](p_N(x)
-pAr* *x**, Das nennt man Konsumentenrente



Ang.Mat. HAK4 S.121 Produzentenrente 1/2 <O

TPreis in GE/ME

p_N p_A
N

Produzenten erzielen

einen Erlos von

TPreis in GE/ME
p_N pP_A

i
@ * X'A*
Wiurden aber Erlos von
"Int[O, xA*1(p_N(x) 'dx)
akzeptieren



Ang.Mat. HAK4 S.121 Produzentenrente 2/2 <
TPreis in GE/ME

p_N p_A

ME

G xA*

Produzenten haben somit
pA* *xA* -"Int[O, xA*](p_N(x) gespart.
Das nennt man Produzentenrente.



Ang.Mat. HAK4 S 122 5.89

A f(x)




Aw(x) in m
y
1 I . e
X
in m
' | | | —>



Ang.Mat. HAK4 S.123 5.92 a) “©
f(X), g(X) inm

\ £




Ang.Mat. HAK4 S.123 5.92 b) “©
A h(x) in m
1500

1400 +

1300 +

1200 +

11@@ -1 X

in m
1000 | | | | —>
o 1000 2000 3000 4000 5000




Ang.Mat. HAK4 S.123 5.92 c) “©

A Geschwindigkeit in m/s

17,5 T
15
12,5 T
10 ;
7,5 T
-1 Zeit

| ins
| | : | | | | | | | | | | | |>

o' ' . T ——
20 40 60 80 100

|
120 140



Ang.Mat. HAK4 S.124 5.93 a) <O

A P(t) in GW

20-

15 -

10 -

5 - .t
in h

0" T

6 20 22



Ang.Mat. HAK4 S.124 5.93 b) <©
A Leistung in GW
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Beschreibende Statistik




Getrank Anzahl
Kakao 22
Milch 14
Vanillemilch 3

Saft 9

Tee 6
Sonstiges 2




Ang.Mat. HAK4 S.127 6.2 b)




TR AIRY
............

Ang.Mat. HAK4  S.127 6.05 &

NO|  |3300km
00 _ 2100 km

Stmk] = |2000 km

Bgld| | 1800 km

Wien| 1222 km

Sbg| | 685 km



Ang.Mat. HAK4
A Anzahl in Tausenden

800 -
700 -
600 -

500 -
400 -
300 -
200 -

100 -

00—

10-
14

5-9

20-
24

15-

19

30-
34

25-

40-
44

35-

50-
54

45-

60-
64

55-

70-
74

65-

80-
84

75-

90-
94

85- >95

89




Ang.Mat. HAK4 S.129 6.08 2/2 T~

A Anzahl in Tausenden

3500
3000 |-
2500 -
2000
1500
1000
500

0-24 25-49 50-74 uber 75
Jahre Jahre Jahre Jahre



Ang.Mat. HAK4 S 129 6.09 T~

A Anzahl der Pkws

300

200

100

10; 15] 115; 30] 130; 45] ]145; 60]

Geschwindigkeitsiiberschreitung in km/h



Ang.Mat. HAK4 S.129 6.12 b)

absolute Haufigkeit

15 T
10 4
ST Taschen-
geld
in EUR
| | |
o | | |
0 20 40 60 80 100 120 140 160



W W W Y 84

3,7 von 5 Sternen

5 Sterne :: 38
4 Sterne D: 14
3 Sterne D: 12
2 Sterne E: 12
1 Sterne D: 8




rechtsschiefe Verteilung

—{1_ 3

symmetrische Verteilung

ot

—L 11—

linksschiefe Verteilung

—ererrrel I

—Ll1 1



(1)

| | | | | | | | | | | |
| | | | | | | | | | | >
4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26
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Ang.Mat.HAK4 S.135 6.35 2/2




Schiilerinnen

| | | | | | | | | | | |

| | | | | | | | | | | | )

O 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110
Nachrichten pro Tag




18 6



Ang.Mat. HAK4  S.137 6.44 &
(1) ——

50% 50%

..... [ —|_|_I—|—..//.
S,




Ang.Mat. HAK4 S.141 1/2C

negative keine
Korrelation Korrelation

starke €¢—————— schwache




Ang.Mat. HAK4 S.141 2/2C

keine positive
Korrelation Korrelation

schwache -3 starke

A ..




A Anteil an
Vermogen

Anteil der

Bevolkerung
>




Ang.Mat. HAK4
Anteil am Gesammteinkommen

1_

0,8

0,6 -

0,4 -

0,2

o | |
0,2 0,4 0,6
Anteil der Haushalte

Legende:

GV

1993-94



Ang.Mat. HAK4 S.146 6.65 T

Absolute Haufigkeit
121

101

8-+
6__
4__
2__ I
1 2 3 4 5 6

Augenzahl




Ang.Mat. HAK4 S 147 6.72 T

Versp.inmin |-5( 0 | 5 |10 (1520|2530 |35

Anzahld.Zuge | 1 |3 (10| 3 | 2| 2|0 | 1 | 3

Q_1 =Median

g —-

———+—+—+—+—+—+—+—>

| | | | |
-5 0 5 10 15 20 25 30 35 40

Verspatung in Minuten
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Ang.Mat. HAK4  S.1486.75 1/2°&

(1) y
14+

NIREEEZ A
pd

o
81 o 2% e

6421
o
4|7 I I I I N
I 1 1 1 1 1 1 X
4 6 81012141618
(2)
y
14+
12+ ///////’
101 ol
a-- .o o.
o
6+ —e

||
| R N N RN N
4 6 8 1012141618
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............

Ang.Mat. HAK4  S.1486.75 2/2°&

(3) y
14+

(4)

y

14
®
121
10 1
e

8T 2
5;/5
4

Tt X

4 6 8 1012141618



00 %%
Y

..........
XYY

0
™
O
o~
4
v
n

Ang.Mat. HAK4

p—
(@)
=
—
Q
7))
7))
1"
=

[
O~
_

_

| | | | '
12 14 16 18
Alter (Jahre)

]
10

!
8




L-17

: | | | '
1000 1100 1200 1300 1400 1500 1600
Preis in EUR




i | &
b |



Ang.Mat. HAK4 S.151 6.81 a)

Preis eines Big Mac in US-Dollar



. A Big Mac Preis in USD
T o

| | | | | | | | | | )
@ | | | | | | | | | |

10 20 30 40 50 60 70 80 90 10
BIP pro Kopf in US-Dollar



Hohe in m

2,5 T

A

2,4 1 ..
®

2,3 T .‘v..

2,2+ >

2,11 <

21—

1,9

Jahr
| | I | | )

| | | | |
1920 1940 1960 1980 2000



population in thousands
6 S

| | , |
1900 1920

! !
2000
year

| | 1
1940 1960 1980



1 M

h) Abbildung 1
A

a)

Abbildung 2
A




Deutschland I—D—I

| 1 | 1 | I | : | I | I | I | : I : I )

T+ Tt T
146 150 154 158 162 166 170 174 178 182

KorpergroB3e in cm
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Gewinn i1 1000 EUR
45 |
40 -
35-
30-
25-
20
15+

Jul Aug Sep Okt Nov Dez
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Platzierung

2+ N
| N M N N T T T

' -1 - 1 - 1 - & & & 1
\ 4 8 12 16 20 24 28 32 36
Trainingsdauer in Stunden




2

W




H____ [

| | | | | | | | | | | | | | | I I)

N R S N R S B B
O 2 4 6 8 10 1214 16 18 20 22 24 26 28 30 32




Ang,Mat, HAK4 S.158 6.93 c)
A Umsatz im Mio EUR

20 1
18
16 :
14 °
121 °
10 1+

0 | | | | | | | | >
2008 09 10 11 12 13 14 15 16 17




