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5.
Integralrechnung



S.96 5.1 (1/6) Ang.Mat. HAK4

f(x) Änderungsrate in L/min
f(x) =3

x Zeit 
in min

   0

 3
f

6 7  83 4 51  2

Beispiel mit konstanter Zuflussrate:



S.96 5.1 (2/6) Ang.Mat. HAK4

f(x) Änderungsrate in L/min

x Zeit 
in min

3 L 
/min

0

 3

6 7 8 

f

3 4 51 2 

4 min

3 L /min *4 min =12 L

Zuflussmenge als Flächeninhalt:



S.96 5.1 (3/6) Ang.Mat. HAK4

F(x) Gesamtmenge in L

x Zeit 
in min

0 6 7 83 4 51 2

F(6) 
=18

F(2) 
=6

12

  F

Zuflussmenge mithilfe der Bestandsfunktion



S.96 5.1 (4/6) Ang.Mat. HAK4
Beispiel mit nicht konstanter Zuflussrate:

f(x) Änderungsrate in L/min
f(x) =-0,3 *x^2 +0,6 *x

x Zeit 
in min

  0

  3 f

6 7 83 4 51 2



S.96 5.1 (5/6) Ang.Mat. HAK4
Zuflussmenge als Flächeninhalt:

f(x) Änderungsrate in L/min

x Zeit 
in min

 0

 3

f

6 7 83 4 51 2

1,3 
*1

1,7 
*1

2,1 
*1

2,4 
*1



S.96 5.1 (6/6) Ang.Mat. HAK4
Zuflussmenge mithilfe der Bestandsfunktion

x Zeit 
in min

 0

5

 10

6  7 83 4 51 2 

F(x) Gesamtmenge in L

F(6) 
=8,64

F(2) 
=1,2

 F



S.97 5.02Ang.Mat. HAK4
Wachstumsgeschwin-
digkeit in cm/Tag

63 12 

10

20

30

40

50  

60

70

80

90

15 18  219  0

x Zeit 
in 
Tagen

f



f

S.98 5.2 1/3Ang.Mat. HAK4

x 
Zeit 
in 
min

10

20  

30

30 60 90 120

40

 0

f(x) Durchflussrate in m^3/min

1. Halbzeit Pau 2. Halbzeit



x 
Zeit 
in 
min

f

x 
Zeit 
in 
min

10

20

30 

30 x_1    x_2
dx =30

x_3 x_490  

40  

  0

f(x) Durchflussrate in m^3/min
Ang.Mat. HAK4 S.98 5.2 2/3

Fläche 
=f(x_1) 

*30

Fläche 
=f(x_2) 

*30

Fläche 
=f(x_3) 

*30

Fläche 
=f(x_4) 

*30



S.98 5.2 3/3Ang.Mat. HAK4

f

x 
Zeit 
in 
min

10

20

30

dx

40

0

f(x) Durchflussrate in m^3/min

120



x 
Zeit 
in 
min

dx

S.98 Definition 1/2Ang.Mat. HAK4

0 a b

f

f(x)
 

= f(x) *dx



S.98 Definition 2/2Ang.Mat. HAK4

 0 a b

f'int[a; b](f(x) 'dx) 



S.99 5.03Ang.Mat. HAK4

x 
Zeit 
in 
min

10

20

30

40

0

f(x) Durchflussrate in m^3/min

120

f

30 60 90



x 
Zeit 
in 
min

S.99 5.06Ang.Mat. HAK4

f(x)

  0

a

b
f

x

c



S.99 5.07 aAng.Mat. HAK4

f(x)

 0 63 4 51 2

3

4 

5

1

2

x

f

'int[0; 5](f(x) 'dx) 

-1



S.99 5.07 bAng.Mat. HAK4
'int[-2; 3](f(x) 'dx) 

f(x)

x
0 3 4 1 2

3

1

2

-1-2
-1

-2

-3-4-5-6

f



S.99 5.07 cAng.Mat. HAK4
'int[1; 3](f(x) 'dx) 

f(x)

x

3 41 2 0

10
12
14

4
2

8
6

f



  0

S.100 1/4  Ang.Mat. HAK4

f(x)

f(x) <0

x
dx

f(x) =x^4 -1

1-1

-1



S.100 2/4  Ang.Mat. HAK4

f(x)

x

f(x) =x^4 -1

1-1

-1

Flächeninhalt =1,6



S.100 3/4  Ang.Mat. HAK4

1-1

f(x)

x

0,5

0

f(x) =x^3 -x

'int[-1; 1](f(x) 'dx) =0,25 -0,25 =0 

Flächeninhalt 
=0,25

Flächeninhalt 
=0,25



25

50

x

S.100 4/4  Ang.Mat. HAK4

f(x)

x

0,5 2,51 2

f(x) =32x^3 -96x^2 +64x

Fl. =3,5
Fl. =8

Fl. =12,5

 0

'int[0,5; 2,5](f(x) 'dx) =3,5 -8 +12,5 =8 



S.100 5.09  Ang.Mat. HAK4

f(x)

x

2

2 4 86 0

f(x) =0,15x^2 -1,5x +2,4



S.101 5.10 Ang.Mat. HAK4

f(x)

x

   0 63 4 51 2

3

1

2

-1
-2-3

f



S.101 5.11 Ang.Mat. HAK4

 0 63 4 51 2-2 -1-3

3

4

1

2

-1

-2

-3

-4 f

f(x)

x



S.101 5.12,16Ang.Mat. HAK4

f(x)

0 a b
x

c

Fl. =15

Fl. =5

f(x)

 0

a

b

x

c

f

f



S.101 5.17 Ang.Mat. HAK4

f

0

f(x)

x

a b
A_2

A_1



S.102 Satz 1/2Ang.Mat. HAK4

 0 a b

f

g

dx

f(x) 
-g(x)

'int[a; b](f(x) -g(x) 'dx) 

(f(x) -g(x)) *dx  



(f(x) -g(x)) *dx  

S.102 Satz 2/2Ang.Mat. HAK4

 0

f(x), g(x)

a b

c

f

g



0

1

-1

S.102 MusterbeispielAng.Mat. HAK4

f(x), g(x) in cm

x 
in cm

f

g

3 4 51 2



S.102 LösungAng.Mat. HAK4

Teilfläche 1: Teilfläche 2:

 0

1

-1

f

g

31 2

r =1



S.103 5.21Ang.Mat. HAK4

 0

  1

 2

-1

  -2

'pi'pi/2-'pi -'pi/2

f(x), g(x)

f

g

f(x) ='sin(x)

g(x) =2 *'sin(x)

x



f(x), g(x)
S.103 5.22Ang.Mat. HAK4

 0 63 4 51 2

3

4 

1

2

-1-2-3

f(x)

x

f



S.103 5.23Ang.Mat. HAK4

f(x), g(x)

x

f

g

  0 10,5-0,5 1,5-1



1,5

S.103 5.24Ang.Mat. HAK4

  0 a b c

f(x), g(x) f

g

x



S.103 5.25Ang.Mat. HAK4

1-1

-1

1

f(x), g(x), 
h(x)

x

f

0

h

g

A_1
A_2



S.104 1/3Ang.Mat. HAK4

v(t) in km/h

  0 63 4 51 2

5

6 h

5 km/h
(5 km/h) *(6 h) 
=30 km

t in h



Ang.Mat. HAK4 S.104 2/3

v(t) in km/h

t in h

 0 63 4 51 2

5

4 h2 h

5 km/h 10 km
16 km 4 km/h



Ang.Mat. HAK4 S.104 3/3

v(t) in km/h

t in h

0 63 4 51 2

5

5 
km/h

'int[0; 6](-0,07 
*t^2 +5) 'dt) 



Ang.Mat. HAK4 S.104 Satz

0 t_1 t_2

t 
Flächeninhalt 
=^Weglänge

v(t) 



Ang.Mat. HAK4 S.104 Musterbeispiel

0

v(t) in m/s 

t 
in s 

20

40

60
v 

100 200 300 400 500 600
'int[0; 300](v(t) 'dt) 



Ang.Mat. HAK4 S.105 5.28 a)

Zeit
in s 

Geschwindigkeit in m/s 

2 4 86 10 12 14   0

5

10

15



Ang.Mat. HAK4 S.105 5.28 b)

Zeit
in 
min 

  0

Geschwindigkeit in km/h 

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

20

40

60

80

100



0

Ang.Mat. HAK4 S.105 5.28 c)

5 10 15 2520 30

4

2

8

10

6

Zeit
in s 

Geschwindigkeit in m/s 



Ang.Mat. HAK4 S.105 5.28 d)

  0

Zeit
in s 

Geschwindigkeit in m/s 

3 4 51 2

5

10

15

25

20



Ang.Mat. HAK4 S.105 5.31

v(t) in m/s 

t 
in s 

20 40 60 80 10 120 14 16 18 0

5

10

15

20



f

Ang.Mat. HAK4

Legende:

S.107 5.34

  0 63 4 51 2 -2 -1

4

2

-1

-2

-3

f(x), F(x)

x
F_2

F_1

F_3



65

Ang.Mat. HAK4 S.109 5.49

0 3  41 2 9 10 11 12 13

1

2

-1

-2

G'(x) in GE/ME

x 
in 
ME



Ang.Mat. HAK4 S.109 5.52 c)
G'(x), E'(x) in GE/ME

  0

10

20

30

40

50

60

70

5 10 15 2520 30 4035 45

x in ME

G'

E'



x in ME

Ang.Mat. HAK4 S.110 5.4

x

F(x)

F(a)

F(b)

F(b) 
-F(a)

x_n 
=b

x_0 
=a

x_1 x_2 x_3 x_n -1   0

dx

dx

dx

dx

dF_n

dF_3

dF_1

dF_2

F



Ang.Mat. HAK4 S.111 5.60

   0

x in m

F(x) in m

f

4

5 Legende:

rote Tulpen

weiße Tulpen

Rasen



Ang.Mat. HAK4 S.111 5.61

 0 3 41 2

5

10

15

20

25

30

35

x in hL

K'(x) in EUR/hL

K'



Ang.Mat. HAK4
Differentialrechnung - Grundvorstellung:
Steigung an der Stelle x

S.112 5.5

0 x

dx

df(x)

f



Ang.Mat. HAK4 S.112 5.5
Differentialrechnung - 
Anwendungsbeispiele:

1) Weg -> Geschwindigkeit

2) Bestand -> Änderungsrate

Weg in m

Zeit 
in s

Weg in m 
/Zeit in s
=Geschwindig-
keit in m/s

durchgefl.
Wasser in L

Zeit 
in h

durchgefl.
Wasser Volu-
men in L /Zeit 
in h =Durch-
flussrate in 
L/h



Ang.Mat. HAK4
Integralrechnung - Grundvorstellung:
Flächeninhalt im Intervall [a; b]

S.112 5.5

   0 a b

f

dx

f(x)



Ang.Mat. HAK4 S.112 5.5
Integralrechnung -
Anwendungsbeispiele:

1) Geschwindigkeit -> Weg  

2) Änderungsrate -> Bestand  

Geschw.
in m/s

Zeit 
in s

Geschwindig-
keit *Zeit in 
m/s *s =Weg 
in m

Durchfluss-
rate in L/h

Zeit 
in h

Durchflussrate 
*Zeit in L/h *h 
=durchgeflos-
senes Volumen 
in L



Ang.Mat. HAK4
A.1

A.2

S.113 5.63

F_1(x), F_2(x

  x

 0 6 3 4 5 871 2

 x

0 6 3 4 5 871 2

f(x)

f



  x

 0 6 3 4 5 871 2

A.2

 x

0 6 3 4 5 871 2

f(x)

f

Ang.Mat. HAK4 S.113 5.63

A.3 'f(x)



Ang.Mat. HAK4 S.113 5.65

3 4 51 2

3

1

2

 0

-1

t in 
Jahren 

N'(t) in 100000 AbonnentInnen 
pro Jahr 



N'(t) in 100000 AbonnentInnen 
pro Jahr 

Ang.Mat. HAK4

91
April

58 182
Juli

274
Oktober

Änderungsrate Q(t) in m^3 pro Tag

S.113 5.66

Zeit in 
Tagen

365
Dezember

0
Jänner

Q_ab

Q_zu



Zeit in 
Tagen

Ang.Mat. HAK4 S.114 5.67

 0 63 4 5 87 1091 2

3

1

2

x 
in m 

f (x) in m 

f



Ang.Mat. HAK4 S.114 5.68

 0 642-2

2

4

6

f(x), g(x) in m

f

g x in m



Ang.Mat. HAK4 S.114 5.69

   0 42-2-4

2

4

6

f(x), g(x) in dm

x in dm

f

g



Ang.Mat. HAK4 S.114 5.70

f(x) in m

x in m

   0 42 31-2 -1-3-4

1 

2

3
f



  0

Ang.Mat. HAK4 S.115 5.71

y

x



Ang.Mat. HAK4
Temperatur T(t) in °C

S.115 5.72

Uhrzeit t in h

2 4 8 10 12 14 16 18 20 22 246
16
18
20
22
24
26
28
30
32

   0



Uhrzeit t in h

Ang.Mat. HAK4

f^-

f^- *(b -a) ='int[a; b](f(x) 'dx)

'int[a; b](f(x) 'dx)
f^- *(b -a)

S.115 Hinweis

a b a b



Ang.Mat. HAK4 S.116 5.74

  0 4 52 31-3
-1

-4

1
2

3

4

5
f(x)

x

0 4 52 31-2 
-1

-4

1

2

3

4

5
F(x)

x

f

F
     



Ang.Mat. HAK4 S.116 5.75

 0

1

2

3

4

5

6

5 10 15 20 25 30 35 40

Geschwindigkeit in m/s

Zeit 
in s



Ang.Mat. HAK4 S.116 5.75 d)

t

Geschwindigkeit

Zeit 

v_1
v_0 s



Ang.Mat. HAK4

Jumper

Blobber

Luftkissen

S.116 5.76

Wasser-
ober-
fläche



Ang.Mat. HAK4 S.116 5.77

 0

   0

4 52 31

1

2

3

4 52 31

1 

2

3

4

t 
in s

t 
in s

V(t) in m/s 

s(t) in m 



Ang.Mat. HAK4

Alter in Jahren

S.117 5.78

Personen (Tausende)f(x)

x

0 25 50

50

100

150

75 100



Ang.Mat. HAK4 S.117 5.79

0 2010 30 40 50 60

35000

30000

25000

20000

15000

10000

5000

E

E(t) in EUR pro Jahr

t in 
Jahren



t in 
Jahren

Ang.Mat. HAK4 S.118 5.83

t 
in h

q(t) in L/h

20

40

0 31 2

(2|12)



Ang.Mat. HAK4 S.118 5.84

0

10

-10

20

30

6 42 8 10 12 16 18

rate r(t) in litres per minute 

t in 
min



t in 
min

Ang.Mat. HAK4 S.119 5.86

1 

2

3

4

5

4 5 62 310

  x

f(x)

1

2

3

4

5

4 5 62 310

  x

f(x)
 f

 f



Ang.Mat. HAK4 S.119 5.88

1

2

3

0 2 4 86 10 12 14 16 18 20 22

momentane Änderungsrate  der Länge in 
cm pro Monat 

Alter 
in 
Monaten



Ang.Mat. HAK4 S.120 5.1/2

30000

20000

50000

40000

10000

63 4 5 87 10 11 12910 2

Zeit in 
Jahren

R



Ang.Mat. HAK4 S.120 5.2/2

Zahlungs-
strom

Zeit

R

Tdt 

T(t)

0

Teilzahlung 
R(t) *dt

abzinsen

    *e^(-i_s *t)



=Gleichge-
wicht-
spreis

Ang.Mat. HAK4 S.121 Gleichgewicht

0

Preis in GE/ME

x in ME

p_N p_A

x^* = Gleichgewichtsmenge

p^*



Ang.Mat. HAK4 S.121 Konsumentenrente 1/2

0 x^*

p^*

x in 
ME

p_N p_A

Preis in GE/ME

0 x^*

p^*

x in 
ME

p_N p_A

Preis in GE/ME

Konsumenten sind bereit
'int[0, x^*](p_N(x) zu 
zahlen

Tatsächlich zahlen 
sie aber nur 
p^* *x^*



x in 
ME

Ang.Mat. HAK4 S.121 Konsumentenrente 2/2

0 x^*

p^*

x in 
ME

p_N p_A

Preis in GE/ME

Konsumenten sparen also: 'int[0, x^*](p_N(x)
-p^* *x^*. Das nennt man Konsumentenrente 



0 x^*

p^*

x in 
ME

p_N p_A

Preis in GE/ME

0 x^*

p^*

x in 
ME

p_N p_A

Preis in GE/ME

Produzenten erzielen 
einen Erlös von 
p^* *x^*

Ang.Mat. HAK4 S.121 Produzentenrente 1/2

Würden aber Erlös von 
'int[0, x^*](p_N(x) 'dx) 
akzeptieren 



x in 
ME

0 x^*

p^*

x in 
ME

p_N p_A

Preis in GE/ME

Ang.Mat. HAK4 S.121 Produzentenrente 2/2

Produzenten haben somit 
p^* *x^* -'int[0, x^*](p_N(x) gespart. 
Das nennt man Produzentenrente.



Ang.Mat. HAK4 S.122 5.89

0 4 52 31

f(x)

x

-1

1



Ang.Mat. HAK4 S.122 5.91

  0 4 52 31-2 -1

x 
in m

w(x) in m

2

1



x 
in m

Ang.Mat. HAK4 S.123 5.92 a)
f(x), g(x) in m

x

0 4 52 31

1

2

3

4

g

f



Ang.Mat. HAK4 S.123 5.92 b)
h(x) in m

   0 1000 2000 3000 4000 5000
1000

1100

1200

1300

1400

1500

x 
in m



x 
in m

Ang.Mat. HAK4 S.123 5.92 c)
Geschwindigkeit in m/s

Zeit 
in s

20 40 60 80 100 120 140   0

2,5
5

7,5
10

12,5

17,5
15



Ang.Mat. HAK4 S.124 5.93 a)

P(t) in GW

t 
in h

20

10

5

15

86 10 12 14 16 18 20 22

P

0



P

Ang.Mat. HAK4 S.124 5.93 b)

Zeit 
in h

Leistung in GW

f

g

6,9 9,8 12 18,6

20

30

10

0


