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Aufnahmetest

Aufgabennummer: 2_002 Prufungsteil: Typ 1 [ Typ 2

Grundkompetenzen: WS 2.3, WS 3.2, WS 3.3

keine Hilfsmittel gewohnte Hilfsmittel besondere Technologie
erforderlich maglich u erforderlich

Eine Universitat fuhrt fr die angemeldeten Bewerber/innen einen Aufnahmetest durch. Dabei
werden zehn Multiple-Choice-Fragen gestellt, wobei jede Frage vier Antwortmdglichkeiten hat.
Nur eine davon ist richtig. Wer mindestens acht Fragen richtig beantwortet, wird sicher aufge-
nommen. Wer alle zehn Fragen richtig beantwortet, erhalt zusatzlich ein Leistungsstipendium.
Die Ersteller/innen dieses Tests geben die Wahrscheinlichkeit, bei zufaligem Ankreuzen aller
Fragen aufgenommen zu werden, mit 0,04158 % an. Nehmen Sie an, dass Kandidat K alle
Antworten vollig zufallig ankreuzt.

Aufgabenstellung:

a) Nennen Sie zwei Griinde, warum die Anzahl der richtig beantworteten Fragen unter den
vorliegenden Angaben binomialverteilt ist!
Geben Sie einen moglichen Grund an, warum in der Realitat das Modell der Binomialver-
teilung hier eigentlich nicht anwendbar ist!

b) Geben Sie die Wahrscheinlichkeit an, dass Kandidat K nicht aufgenommen wird!
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass Kandidat K ein Leistungsstipendium erhalt!




Aufnahmetest

Moglicher LOsungsweg

Dieser Aufgabenteil ist durch sinngeméBes Angeben von mindestens zwei der vier ange-
fuhrten Grinde richtig geldst:

Die Anzahl der richtig beantworteten Fragen ist unter den vorliegenden Angaben binomial-
verteilt, weil

= es nur die beiden Ausgange ,richtig beantwortet” und ,falsch beantwortet® gibt
= das Experiment unabh&ngig mit n = 10 Mal wiederholt wird

= die Erfolgswahrscheinlichkeit dabei konstant bleibt

= es sich dabei um ein ,,Bernoulli-Experiment* handelt

Der zweite Aufgabenteil ist korrekt geldst, wenn ein Grund (sinngemaB) angefUhrt wird, z. B.:

» Eine Bewerberin/ein Bewerber, die/der sich fUr ein Studium interessiert, wird sicher
nicht beim Aufnahmetest zuféllig ankreuzen.

» Sobald Kandidat K auch nur eine Antwortmaoglichkeit einer Frage ausschlieBen kann,
ware die Voraussetzung fur die Binomialverteilung verletzt. Genau aus diesem Grund
wird die Universitat mit zehn Multiple-Choice-Fragen nicht das Auslangen finden, da
die Erfolgswahrscheinlichkeit fur kompetenzbasiertes Antworten sicher wesentlich
hoher ist als 0,25.

= Die Unabhangigkeit der Wiederholung des Zufallsexperiments ist sicher dadurch ver-
letzt, dass die einzelnen Kandidatinnen und Kandidaten aufgrund inrer Vorbildung
unterschiedliche Erfolgswahrscheinlichkeiten fur die Beantwortung der einzelnen
Fragen aufweisen. Somit kann unter diesen Voraussetzungen niemals von einer un-
abhangigen Wiederholung mit Zahlen der Anzahl der Erfolge im Sinne eines Bernoulli-
Experiments gesprochen werden.

Es sind auch weitere eigensténdige L6sungen denkbar.
Fir die Losung ist keine Binomialverteilung nétig, da das gesuchte Ereignis das Gegener-
eignis zur ,Aufnahme* darstellt. Somit betragt die (von den Testautorinnen und Testauto-
ren) angegebene Wahrscheinlichkeit:

P(Ablehnung) = 1 — P(Aufnahme) = 1 — 0,0004158 = 0,9995842
Die Ablehnung des Kandidaten K ist somit praktisch sicher.
Auch hier ist keine Binomialverteilung nétig, da ein Zufallsexperiment mit einer Erfolgs-
wahrscheinlichkeit von 0,25 zehnmal unabhangig wiederholt wird, wobei bei jeder Wieder-

holung ein ,Erfolg“ eintritt.

Die Wahrscheinlichkeit betragt somit P(Leistungsstipendium) = 0,25 ~ 0.
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Aufgabennummer: 2_003 Profungsteil: Typ 1 O Typ 2

Grundkompetenzen: WS 1.1, WS 1.3, WS 3.1, WS 3.2, WS 3.3

keine Hilfsmittel gewohnte Hilfsmittel besondere Technologie
O erforderlich maoglich O erforderlich

Der Begriff Section Control (Abschnittskontrolle) bezeichnet ein System zur Uberwachung von
Tempolimits im StraBenverkehr, bei dem nicht die Geschwindigkeit an einem bestimmten
Punkt gemessen wird, sondern die Durchschnittsgeschwindigkeit Uber eine langere Strecke.
Dies geschieht mithilfe von zwei Uberkopfkontrollpunkten, die mit Kameras ausgestattet sind.
Das Fahrzeug wird sowohl beim ersten als auch beim zweiten Kontrollpunkt fotografiert.

Die zulassige Hochstgeschwindigkeit bei einer bestimmten Abschnittskontrolle betragt

100 km/h. Da die Polizei eine Toleranz kleiner 3 km/h gewahrt, 16st die Section Control bei
103 km/h aus. Lenker/innen von Fahrzeugen, die dieses Limit erreichen oder Uberschreiten,
machen sich strafbar und werden im Folgenden als ,Tempostnder* bezeichnet.

Eine Stichprobe der Durchschnittsgeschwindigkeiten von zehn Fahrzeugen ist in der nachfol-
genden Tabelle aufgelistet und im abgebildeten Boxplot dargestellt.

vin

88 113 93 98 121 98 90 98 105 129
km/h

88 90 92 94 96 98 100 102 104 106 108 110 112 114 116 118 120 122 124 126 128 130




Section Control

Aufgabenstellung:

a) Bestimmen Sie den arithmetischen Mittelwert x und die empirische Standardabweichung s
der Durchschnittsgeschwindigkeiten in der Stichprobel!

Kreuzen Sie die zutreffende(n) Aussage(n) zur Standardabweichung an!

Die Standardabweichung ist ein MaB flr die

Streuung um den arithmetischen Mittelwert. =
Die Standardabweichung ist immer ca. ein Zehntel n
des arithmetischen Mittelwerts.

Die Varianz ist die quadrierte Standardabweichung. ]

Im Intervall [x — s; X + s] der obigen Stichprobe liegen n
ca. 60 % bis 80 % der Werte.

Die Standardabweichung ist der arithmetische .
Mittelwert der Abweichungen von X.

b) Bestimmen Sie aus dem Boxplot (Kastenschaubild) der Stichprobe den Median sowie das
obere und untere Quartil! Geben Sie an, welche zwei StreumaBe aus dem Boxplot ables-
bar sind! Bestimmen Sie auch deren Werte!

c) Die Erfahrung zeigt, dass die Wahrscheinlichkeit, ein zuféllig ausgewahltes Fahrzeug mit
einer Durchschnittsgeschwindigkeit von mindestens 103 km/h zu erfassen, 14 % betragt.
Berechnen Sie den Erwartungswert (1 und die Standardabweichung o der TemposUunder
unter funfzig zuféllig ausgewahlten Fahrzeuglenkern! Berechnen Sie, wie groB die Wahr-
scheinlichkeit ist, dass die Anzahl der Tempostnder unter funfzig Fahrzeuglenkern inner-
halb der einfachen Standardabweichung um den Erwartungswert, d. h. im Intervall

(L - 0; u+ 0] liegt!




Section Control

Moglicher LOsungsweg

a) X== - %/% x=1033km/h
NN
N9

1 (x;-%)° = 13,6 km/h

Die Standardabweichung ist ein MaB flr die
Streuung um den arithmetischen Mittelwert.

Die Standardabweichung ist immer ca. ein Zehntel
des arithmetischen Mittelwerts.

Die Varianz ist die quadrierte Standardabweichung.

Im Intervall [x —s; X + s] der obigen Stichprobe liegen
ca. 60 % bis 80 % der Werte.

Die Standardabweichung ist der arithmetische
Mittelwert der Abweichungen von X.

b) Daten aus dem Boxplot: Median ... 98 km/h; unteres Quartil ... 93 km/h;
oberes Quartil ... 113 km/h; Spannweite ... 41 km/h;
Quartilsabstand ... 20 km/h

c) Losung mittels Binomialverteilung
U=n-p=50-014=7

0 = /u~(1 -p) =245

Pu-o0<X<u+0)=Pb<X<9)=
=PX=5+PX=6)+PX=7)+PX=8+PX=9) =
=0,1286 + 0,1570 + 0,1606 + 0,1406 + 0,1068 = 0,6936 = 69,36 %
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Wachstum einer Pflanze

Aufgabennummer: 2_004 Profungsteil: Typ 1 O Typ 2

Grundkompetenzen: AG 2.3, AN 1.3, AN 2.1, AN 3.3

n keine Hilfsmittel

gewohnte Hilfsmittel M besondere Technologie
erforderlich

maoglich erforderlich

Manche einjahrige Nutz- und Zierpflanzen wachsen in den ersten Wochen nach der Pflanzung
sehr rasch. Im Folgenden wird nun eine spezielle Sorte betrachtet. Die endgultige GréBe einer
Pflanze der betrachteten Sorte hangt auch von ihrem Standort ab und kann im Allgemeinen
zwischen 1,0 m und 3,5 m liegen. Pflanzen dieser Sorte, die im Innenbereich gezichtet wer-
den, erreichen GréBen von 1,0 m bis 1,8 m.

In einem Experiment wurde der Wachstumsverlauf dieser Pflanze im Innenbereich Uber einen
Zeitraum von 17 Wochen beobachtet und ihre H6he dokumentiert. Im Anschluss wurde die
Hohe h dieser Pflanze in Abh&ngigkeit von der Zeit t durch eine Funktion h mit

1

hit) =5, - (-t* + 27t* + 120) modelliert. Dabei bezeichnet t die Anzahl der Wochen seit der

Pflanzung und h(t) die H6he zum Zeitpunkt t in Zentimetern. Die nachstehende Abbildung zeigt
den Graphen der Funktion h im Beobachtungszeitraum [0; 17].
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Aufgabenstellung:

a) Berechnen Sie den Wert des Quotienten A9 ~M0) \;ng den Wert von h'(9)! Geben Sie an,

welche Bedeutung die beiden berechneten Ergebnisse im gegebenen Kontext haben!




Wachstum einer Pflanze

b)

Zeigen Sie durch Rechnung, dass die Funktion h im gegebenen Intervall keinen lokalen
Hochpunkt hat! Begrinden Sie Ihre Rechenschritte!

FUr das Wachstum der beobachteten Pflanze ist auch die entsprechende Dingung von
Bedeutung. Im gegebenen Fall wurde die Pflanze zwei Wochen vor dem Zeitpunkt des
starksten Wachstums gedungt. Ermitteln Sie diesen Zeitpunkt durch Rechnung! Begrin-
den Sie Ihre Uberlegungen!

Im selben Zeitraum wurde das Héhenwachstum von zwei weiteren Pflanzen der gleichen
Sorte beobachtet und modelliert. Die nachstehenden Abbildungen zeigen die Graphen der
entsprechenden Funktionen hy und ha.
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Vergleichen Sie das Krimmungsverhalten der Funktionen h, hy und h2 im Intervall [0; 17]
und interpretieren Sie es im Hinblick auf das Wachstum der drei Pflanzen!




Wachstum einer Pflanze

Moglicher LOsungsweg

a)

h(13) - h(9) - 9,47
4
0 = L. (ap 1 e
h(t) = 5; - (-8 + 541) = < - (-1* + 181)
h'(9) ~ 10,13

Die mittlere Wachstumsgeschwindigkeit im Zeitintervall [9; 13] betragt rund 9,5 cm pro
Woche. Die momentane Wachstumsgeschwindigkeit zum Zeitpunkt t = 9, d. h. nach
9 Wochen, betragt rund 10,1 cm pro Woche.

In einem lokalen Hochpunkt muss die Tangente an den Graphen horizontal sein, d. h., die
1. Ableitung muss den Wert O haben.

1y — (a2 _1
/7(1‘)—24 (-3t +54t)—8 (-t°+ 181)
t-(-t+18)=0

tv=0,t=18

Die Funktion hat an der Stelle ¢ = O ein lokales Minimum und an der Stelle t = 18 ein loka-
les Maximum. Der Wert t = 18 liegt nicht im Beobachtungsintervall, d. h., die Funktion hat
im gegebenen Intervall keinen lokalen Hochpunkt.

h't) = --(-t+9)

;
1
Die Kurve ist fur t < 9 linksgekrummt, d. h., die Wachstumsgeschwindigkeit nimmt zu.
Die Kurve ist fur t > 9 rechtsgekrimmt, d. h., die Wachstumsgeschwindigkeit nimmt ab.
Daher ist die Wachstumsgeschwindigkeit nach 9 Wochen am gréBten. Die Pflanze wurde
also am Beginn der 8. Woche gedungt.

Ein weiterer LOosungsansatz wére, das Maximum der Wachstumsfunktion (also von h') zu
bestimmen.

Die Funktion h1 ist rechtsgekrimmt, die Funktion h; ist linksgekrimmt, das Krimmungs-
verhalten der Funktion h &ndert sich. Das bedeutet, die Wachstumsgeschwindigkeit derje-
nigen Pflanze, die durch hy beschrieben wird, wird immer kleiner (sie wachst immer lang-
samer) und die Wachstumsgeschwindigkeit derjenigen Pflanze, die durch h. beschrieben
wird, wird immer gréBer (sie wachst immer schneller).

Im Vergleich dazu andert sich das Monotonieverhalten der Wachstumsgeschwindigkeit bei
derjenigen Pflanze, die durch h beschrieben wird, an der Stelle t = 9 [vgl. c)].
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Mathematikschularbeiten

Aufgabennummer: 2_005 Prufungsteil: Typ 1 [ Typ 2

Grundkompetenzen: WS 2.2, WS 3.1, WS 3.3

keine Hilfsmittel

gewohnte Hilfsmittel M besondere Technologie
erforderlich

maoglich erforderlich

Wenn in der Oberstufe in einem Semester hdchstens zwei Mathematikschularbeiten vorgese-
hen sind, muss jede versdumte Schularbeit nachgeholt werden.

Ein Mathematiklehrer hat auf Basis seiner langjahrigen Erfahrung die untenstehende Tabelle
erstellt. Dabei beschreibt h(n) die relative Haufigkeit, dass bei einer Schularbeit insgesamt

n Schuler/innen fehlen.

n 0 1 2 3 4 5 6 7 >7
h(n) 0,15 0,15 0,2 0,3 0,1 0,05 0,03 0,02 0

Aufgabenstellung:

a) Geben Sie an, mit wie vielen Fehlenden der Mathematiklehrer im Durchschnitt bei jeder
Schularbeit rechnen muss!

Lasst sich aus dem errechneten Durchschnittswert mit Sicherheit behaupten, dass bei
jeder Mathematikschularbeit mindestens eine Schulerin/ein Schiler fehlt? Begriinden

Sie Ihre Antwort!

b) Kreuzen Sie die beiden zutreffenden Aussagen an!

Es kann nie passieren, dass acht Schiiler/innen bei einer Schularbeit fehlen. L]

Die Wahrscheinlichkeit, dass bei einer Mathematikschularbeit niemand fehlt, ist
gleich groB wie die Wahrscheinlichkeit, dass eine Schilerin/ein Schler fehlt.

Die Wahrscheinlichkeit, dass drei Schiller/innen bei einer Mathematikschularbeit
fehlen, ist gréBer als die Wahrscheinlichkeit, dass hdchstens zwei oder min- ]
destens vier Schller/innen fehlen.

Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Schularbeit nachgeholt werden muss, weil
mindestens eine Schilerin/ein Schuler fehlt, betragt 85 %.

Im Durchschnitt muss eine von vier Schularbeiten pro Jahr nicht nachgeholt
werden.




Mathematikschularbeiten

In einer bestimmten Klasse werden im kommenden Schuljahr vier Schularbeiten (zwei
pro Semester) geschrieben.

Geben Sie einen Term an, mit dem die Wahrscheinlichkeitsverteilung flir die Anzahl der
Mathematikschularbeiten dieser Klasse, die aufgrund fehlender Schuler/innen nachge-
holt werden mussen, berechnet werden kann!




Mathematikschularbeiten

Moglicher LOsungsweg

a)

Im Durchschnitt muss der Mathematiklehrer mit 2,42 Fehlenden rechnen.

Eine auf ganze Zahlen gerundete Antwort ist nicht korrekt, da der Erwartungswert nur
statistische Aussagekraft hat und somit die Rundung die Aussage verandert.

Daraus lasst sich aber nicht mit Sicherheit behaupten, dass bei jeder Mathematik-
schularbeit jemand fehlt, da es sich dabei um eine statistische KenngréBe handelt, die
keine konkrete Aussage Uber die einzelne Schularbeit erlaubt.

Eine Schilerantwort, die darauf abzielt, dass es entsprechend der empirischen Haufig-
keitsverteilung mit 15%iger Haufigkeit zu keinem Fehlen kommit, ist als nicht korrekt zu
bewerten, da in der Aufgabenstellung verlangt wird, den Erwartungswert zu interpretieren.

Es kann nie passieren, dass acht Schuler/innen bei einer Schularbeit fehlen.

Die Wahrscheinlichkeit, dass bei einer Mathematikschularbeit niemand fehlt, ist

gleich groB wie die Wahrscheinlichkeit, dass eine Schlerin/ein Schler fehlt. &
Die Wahrscheinlichkeit, dass drei Schiler/innen bei einer Mathematikschularbeit
fehlen, ist gréBer als die Wahrscheinlichkeit, dass hdchstens zwei oder min-
destens vier Schiler/innen fehlen.

Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Schularbeit nachgeholt werden muss, weil

mindestens eine Schilerin/ein Schuler fehlt, betragt 85 %.

Im Durchschnitt muss eine von vier Schularbeiten pro Jahr nicht nachgeholt
werden.

4

P(X:k):(k

) .0,855- 0,154 mit k=0,1, ... 4
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Aufgabennummer: 2_006

Prufungsteil:

Typ 1 O Typ 2

Grundkompetenzen: WS 2.2, WS 3.1, WS 3.2

keine Hilfsmittel
erforderlich

O

gewohnte Hilfsmittel

maoglich

besondere Technologie
erforderlich

O

Eine Schularztin hat die Untersuchung der Oberstufenschuler/innen einer Schule abgeschlossen.
Die Auswertung der Ergebnisse ist in den nachstehenden Abbildungen grafisch dargestellt.

Madchen
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Arztliche Untersuchung an einer Schule

Von den einzelnen Klassen wurde dabei folgende Schiileranzahl erfasst:

Klasse 5A 5B B6A 6B 7A 7B 8A 8B
weiblich 18 22 20 16 16 15 12 18
mannlich 14 9 7 9 10 11 13 8

gesamt 32 31 27 25 26 26 25 26

Aufgabenstellung:

a)

Geben Sie auf Basis der erhobenen Daten einen Term zur Berechnung der Wahr-
scheinlichkeit fur folgendes Ereignis an, wobei angenommen wird, dass die angegebe-
nen Prozentsatze unabhangig von der Schulstufe sind:

»In den 5. Klassen gibt es héchstens 2 Raucherinnen.”

In dieser Schule wurden die Schuler/innen nicht nach Klassen geordnet untersucht,
sondern jede/r entschied selbst, wann sie/er zur Schulérztin ging (zufallige Reihenfolge
angenommen).

Wie viele Schuler/innen musste die Schuldrztin untersuchen, um mit absoluter Sicher-
heit mindestens eine Raucherin/einen Raucher aus den 5. Klassen zu finden, wenn sie
weil3, dass es in den 5. Klassen mindestens eine/n davon gibt?

Auf Basis der oben angefuhrten Daten wurde flr die Burschen eines Jahrgangs der fol-
gende statistische Kennwert ermittelt:

u=n-p=23-0,34=7,82
Was drickt dieser Kennwert aus? Interpretieren Sie diesen Kennwert im gegebenen
Zusammenhang und nutzen Sie dabei sowohl die grafische Abbildung der Untersu-

chungsergebnisse als auch die tabellarische Ubersicht (iber die Klassenschulerzahlen.

Ist der so errechnete Kennwert aussagekraftig? Begrinden Sie lhre Antwort!




Arztliche Untersuchung an einer Schule 3

Moglicher LOsungsweg

a) X ... Anzahl der Raucherinnen aus allen 5. Klassen

X ... Binomialverteilung mit n = 40, p = 0,42

PX<2) =P(X=0)+PX=1)+PX=2)=

() -042°- 088+ (1)) - 042" 0,582 + () 0,422 - 0,58%

Da in der Angabe nur statistische Aussagen gemacht werden, aufgrund derer nicht mit
Sicherheit behauptet werden kann, ob es mehr als eine Raucherin/einen Raucher in den
5. Klassen gibt, missen alle Schiiler/innen untersucht werden, um mit Sicherheit eine
Raucherin/einen Raucher in der 5. Klasse zu finden.

b) In allen 5. Klassen zusammen gibt es 23 Burschen. Der Prozentsatz der Burschen mit
einer KorpergroéBe von Uber 175 cm betragt 34 %.

Somit drlickt der berechnete Wert y=n - p =23 - 0,34 = 7,82 die Anzahl der zu erwar-
tenden Burschen in den 5. Klassen mit einer KérpergréBe von Uber 175 cm aus.

Wesentlich fur die Richtigkeit der Antwort sind:

— sinngemaBe Formulierung fur ,Erwartungswert*
— Burschen aus 5. Klassen mit Uber 175 cm KérpergréBe

Eine Rundung auf 8 ist in diesem Zusammenhang als falsch zu werten, da es sich bei y
nur um einen statistischen Kennwert und nicht um einen realen Ausgang eines Zufalls-
experiments handelt.

Da die Daten fur die gesamte Oberstufe ausgewertet sind und Schuler/innen wahrend
der Oberstufe noch wachsen, werden voraussichtlich weniger so groBe Schuler in den
5. Klassen zu finden sein. Somit ist der errechnete Erwartungswert nicht aussagekraftig
bzw. sinnvoll.

Wesentlich fur die Richtigkeit der Antwort ist die sinngemafBe Darstellung einer der fol-
genden Interpretationen:

— Die unabhangige Wiederholung (im Sinne des Bernoulli-Experiments) ist nicht gegeben.
— Die verwendete Wahrscheinlichkeit (Uber 175 cm KorpergroBe) bzw. relative Haufig-
keit ist auf die beobachtete Eigenschaft (Bursch aus 5. Klassen) nicht anzuwenden.

Die Burschen/Jugendlichen wachsen im Laufe der Oberstufe, daher ist die relative Hau-
figkeit auf diese Gruppe nur eingeschrankt Ubertragbar.
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GlUcksrad

Aufgabennummer: 2_007 Prufungsteil: Typ 1 [ Typ 2

Grundkompetenzen: FA 1.4, WS 3.1

keine Hilfsmittel

gewohnte Hilfsmittel M besondere Technologie
erforderlich

maoglich erforderlich

Auf einem Jahrmarkt werden nach dem Drehen eines Glicksrades € 0, € 1, € 2 oder € 4 aus-
bezahlt. Jedes Mal, bevor das Rad gedreht wird, ist eine Spielgebihr e (in €) zu entrichten.
Der Spielbetreiber hat fur mathematisch Interessierte den Graphen einer sogenannten kumula-
tiven Verteilungsfunktion F mit F(x) = P(X < x) angegeben. Die Zufallsvariable X gibt dabei die
GroBe des auszuzahlenden Betrags an. Aus der Abbildung lassen sich die Wahrscheinlichkei-
ten fUr die einzelnen Auszahlungsbetréage ermitteln, wobei die Variable x angibt, welche Werte
die Zufallsvariable X annimmt, d. h. wie grof3 die einzelnen auszuzahlenden Betrage sind.

Bei diesem Spiel sind sie, wie oben angegeben, €0, € 1, € 2 oder € 4.

y

0.9 >0
0.84
0.7
0.6

0.5 *—0

0.34
0.2 ¢——0

0.1

-0.14

Aufgabenstellung:

a) Ermitteln Sie mithilfe der Graphik die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zufallsvariab-
len X und tragen Sie die entsprechenden Werte in der nachstehenden Tabelle ein!

Auszahlungsbetrag x in € 0 1 2 4

P(X =x)

Begrinden Sie, warum die Funktion F monoton steigend ist und warum das Maximum
von Fimmer 1 sein muss!




GlUcksrad

b) Der Erwartungswert von X betragt bei diesem Spiel € 1,50, d. h., im Mittel betragt der
auszuzahlende Betrag € 1,50.
Versetzen Sie sich in die Lage des Spielbetreibers. Wie gro3 wahlen Sie den Betrag der
Spielgeblihr e pro Drehung mindestens, wenn Sie die GroRe des Erwartungswerts von
X kennen? Geben Sie eine Begriindung fur Ihre Wahl an!

Die Zufallsvariable Y gibt die Hohe des (tatséchlichen) Gewinns aus der Sicht der Spie-
lerin/des Spielers an.

Welche Werte y wird der Gewinn in Abhangigkeit von e bei den bekannten Auszah-
lungsbetragen € 0, € 1, € 2 oder € 4 annehmen?

Vervollstandigen Sie die Tabelle und geben Sie die Wahrscheinlichkeitsverteilung von Y
an!

Gewinny in €

P(Y=y)




GlUcksrad

Moglicher LOsungsweg

a) | Auszahlungsbetrag x in € 0 1 2 4

P(X = X) 0,2 0,3 0,4 0,1

Eine kumulierte Verteilungsfunktion entsteht durch Summenbildung der Einzelwahr-
scheinlichkeiten. Da die Einzelwahrscheinlichkeiten definitionsgemanl immer groBer oder
gleich O sein mussen, ist die Funktion F monoton steigend. Das Maximum muss 1 sein,
da die Summe aller Einzelwahrscheinlichkeiten einer Wahrscheinlichkeitsverteilung 1
ergeben muss.

b) e muss groBer als € 1,50 sein, da der Spielbetreiber auf lange Sicht einen Gewinn und
keinen Verlust erzielen méchte, der sich aus e — 1,5 > 0 errechnet.

Gewinn y in € 0-¢€ 1-¢€ 2-¢e 4-¢

P(Y=y) 0,2 0,3 0,4 0,1
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Aufgabennummer: 2_FT002 Profungsteil: Typ 1 O Typ 2

Grundkompetenzen: AG 2.1, AN 1.3, AN 2.1, FA 1.7

H keine Hilfsmittel

gewohnte Hilfsmittel H besondere Technologie
erforderlich

maoglich erforderlich

In einem BlutgefaB hangt die Geschwindigkeit v des Blutes davon ab, wie gro3 der Abstand x

zum Mittelpunkt ist. Ein gultiger Zusammenhang zwischen der Geschwindigkeit v und dem

2
Abstand x kann mittels einer Formel v(x) = vy - (1 - %) modelliert werden.

(Bild aus http:// www.gefaesschirurgie-klinik.de/patienteninformationen/arterienverkalkung.php, erganzt durch Pfeile und Beschriftung)
Die in der Formel auftretenden GroBen sind im Folgenden beschrieben:

R ... Innenradius des BlutgefaBes in mm

vm ... maximale Geschwindigkeit des Blutes im Mittelpunkt des BlutgefaBes in cm/s

X ... Abstand vom Mittelpunkt des BlutgefaBes in mm

v(X) ... Geschwindigkeit des Blutes bei Abstand x vom Mittelpunkt des BlutgefaBes in cm/s




Blutgefal

Aufgabenstellung:

a)

Geben Sie einen Definitionsbereich flr x an, der fir das Blutgefal sinnvoll ist, und begrin-
den Sie, warum die Formel eine vereinfachte Beschreibung der Blutgeschwindigkeit ist!

In einem Lehrbuch der Medizin wird behauptet, dass beim Abstand x = g die Geschwin-
digkeit des Blutes 75 % vom maximalen Wert betragt. Um die Aussage mathematisch zu
beweisen, wird der Ansatz v(x) = %vm gemacht, und damit wird die Stelle x berechnet.

Flhren Sie die Berechnung von der Stelle x aus und zeigen Sie, dass man mit der Berech-

nung des Funktionswerts v(%) zum gleichen Ergebnis kommt!

Formen Sie die gegebene Formel fUr v(x) so um, dass man eine Funktion x(v) erhalt!

Erlautern Sie, was der Funktionswert x(‘%”) fur die Blutstrémung bedeutet!

Geben Sie die momentane Anderungsrate der Geschwindigkeit v (bei Veranderung von x)
beim Abstand x an und geben Sie an, was das Vorzeichen der Anderungsrate Uiber das
Verhalten der Blutstrdomung aussagt!




Blutgefal

Moglicher LOsungsweg

a)

Der Definitionsbereich ist [0; R] (Minimalanforderung: Angabe des Intervalls).
Negative Absténde (x < 0) sind sinnlos, und x > R wirde bedeuten, dass das Blutkdrper-
chen auBerhalb des BlutgefaBes ist.

Die Formel ist deswegen eine Vereinfachung, weil das Blut am Innenrand des BlutgefaBes
bestimmt nicht die Geschwindigkeit O hat.

AuBerdem setzt die Formel voraus, dass das Blutgefa an jeder Stelle einen kreisférmigen
Querschnitt mit einem konstanten Radius R hat bzw. dass das BlutgefaB exakt zylinder-
formig ist (Venen haben auch Venenklappen).

SchlieBlich strémt das Blut zeitlich nicht mit konstanter Geschwindigkeit, die Blutge-
schwindigkeit verandert sich periodisch.

Lésungsweg 1:

3 3
Umformen:zvm:vm- (1 ——2> 2>1=1——2:>—2:

Losungsweg 2:
2
V(S) =Vm- <1 _4592) =Vm- (1 _%> :Vm'g

An der genannten Stelle ist der Funktionswert wieder 75 % von vm.

x(‘%”) ist jener Abstand vom Mittelpunkt des BlutgefaBes, bei dem die Stromungsge-
schwindigkeit auf die Halfte des Maximalwertes abgesunken ist.

Das negative Vorzeichen bedeutet, dass die Geschwindigkeitsfunktion im gesamten Defini-
tionsbereich [0; R] streng monoton fallend ist. Fir die Blutstrémung bedeutet das, dass die
Geschwindigkeit des Blutes vom Mittelpunkt der Vene bis zum Rand der Vene abnimmt.
Auch eine kurze Formulierung ist als korrekt zu werten: Negatives Vorzeichen — Ge-
schwindigkeit nimmt ab.
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Zehnkampf

Aufgabennummer: 2_FT0O03 Profungsteil: Typ 1 O Typ 2

Grundkompetenzen: AN 1.3, FA 1.5, FA 1.8, WS 2.3, WS 3.2

n keine Hilfsmittel

gewohnte Hilfsmittel besondere Technologie
erforderlich

maoglich (teilweise) erforderlich

Die ,Konigsdisziplin® der Leichtathletik ist bei den Mannern der Zehnkampf. Dabei erhalt jeder
Athlet in jeder der 10 Disziplinen Punkte, die fur jede Disziplin nach einer eigenen Formel er-
rechnet werden. Fur den Weitsprung gilt die Formel P = 0,14354 - (x — 220)"“. Dabei ist x die
Sprungweite in cm und P die Punktezahl (auf Ganze gerundet).

Im Bewerb sind 3 Spriinge erlaubt. Gewertet wird der weiteste fehlerfreie Sprung. Als Fehlver-
such gilt in erster Linie das Ubertreten beim Absprungbalken. Dies passiert in ca. 1 von 20 Ver-
suchen. Der Weltrekord im Weitsprung liegt bei 895 cm.

Der Weltrekord im Zehnkampf wurde von Roman Sebrle 2001 beim Leichtathletikmeeting in
Gotzis aufgestellt und liegt bei 9026 Punkten. Seine Weitsprungleistung betrug dabei 811 cm.

Aufgabenstellung:

a) Berechnen Sie, wie viele Punkte Roman Sebrle mehr erhalten hatte, wenn er die Weltre-
kordweite gesprungen ware!

Begrinden Sie mit der Formel, warum erst Springe ab 220 cm einen Punktwert ergeben!

b) Eine Sprungleistungssteigerung um 84 cm bringt nicht von jedem Ausgangswert den glei-
chen durchschnittlichen Punktezuwachs (in Punkten/cm). Zeigen Sie das fur die Intervalle
[500 cm; 584 cm] und [811 cm; 895 cm] durch Rechnung!

Begrunden Sie mithilfe der untenstehenden Graphik, warum ein absolut gleicher Weiten-
zuwachs fur gréBere Ausgangswerte mehr Punkte bringt als flr kleinere Ausgangswerte!

Punkte
1600

EIPT0[o I E—

1200 i

1000 |-

800 |-

[10]0 0 E—
400 1o /

200 -

0 A i i Sprungweite

Ocm 200cm 400cm 600cm 800cm 1000cm 1200cm 1400cm 1600cm 1800cm 2000cm




Zehnkampf

c) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass ein Athlet die Weitsprungpunkte bei seinem
Zehnkampf ohne Fehlversuch erhalt!

Durch bessere Trainingsmethoden kann dieser Wahrscheinlichkeitswert erhdht werden,
indem die Fehlerquote von 1 : 20 gesenkt wird, etwa auf 1 : n.

Wenn unter n Springen nur ein Fehlversuch dabei ist, ergibt sich eine Erfolgsquote von ”;—1
Begrinden Sie damit, warum die oben genannte Wahrscheinlichkeit nie 1 sein kann!




Zehnkampf

Moglicher LOsungsweg

a)

c)

f(895) ~ 1312
f(811) = 1089
Er hatte um 223 Punkte mehr erzielt.

Die Basis (der Radikand) wird erst ab 220 cm > null. (oder eine sinngeméfe Formulierung)

#(584) - f(500) £(895) - f(811)
584 — 500 bzw. 895 - 811

im ersten Intervall: ca. 2,02 Punkte/cm
im zweiten Intervall: ca. 2,65 Punkte/cm

Begrindung: fist streng monoton wachsend und steigt im zweiten Intervall schneller.
(Jede sinngemdasB formulierte Antwort ist richtig.)

X ... Anzahl der Fehlversuche
1

~20
L
a=p T 20

P(X=0)=..=(2) = 0857

d. h. mit einer Wahrscheinlichkeit von 85,7 %

Begrindung: Da der Z&hler immer kleiner als der Nenner ist, ist % < 1. Daher muss auch
die 3. Potenz < 1 sein.

Oder:

Sobald die Wahrscheinlichkeit fur einen Fehlversuch gréBer als O ist, muss die Wahr-
scheinlichkeit, dass 3 Spriinge ohne Fehlversuch gelingen, kleiner als 1 sein.
(SinngeméBe Argumentationen mdglich!)
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Kugelsto3en

Aufgabennummer: 2_FT004 Profungsteil: Typ 1 O Typ 2

Grundkompetenzen: AN 1.3, AN 3.3, FA 1.2, FA 1.5

n keine Hilfsmittel

gewohnte Hilfsmittel besondere Technologie
erforderlich

maglich erforderlich

Flr die Beschreibung der Flugbahn der gestoBenen Kugel beim KugelstoBen kann mit guter
Naherung die Gleichung der Wurfparabel verwendet werden.
Diese Gleichung lautet: y = tan 8 - x - ——~—— - x2 (g = 9,81 m/s?).

2vé - cos? B ‘
Dabei ist vo die Abwurfgeschwindigkeit der Kugel und S der Winkel, unter dem die Parabel die
Xx-Achse schneidet.
Die groBte Wurfweite wird flr 8 = 45° erzielt.

/' AbstoRpunkt
Flugbahn

!
1
!
|
!
1
|
!
!
1
!
!
1

Wurfweite

Die Computersimulation der Flugbahn der gestoBenen Kugel eines Athleten ergab flr eine
Gleichung der Bahnkurve y = 0,84 - x — 0,06 - x2. Der AbstoBpunkt der Kugel befand sich in
einer Hohe von 2,1 m.

Aufgabenstellung:

a) Berechnen Sie die GroBe des AbstoBwinkels @ und die maximale Hohe, die von der Kugel
des Athleten erreicht wurde! Runden Sie auf cm!

b) Welche Wurfweite hat der Athlet erzielt? Welchen Einfluss hat die GroBe der Fallbeschleu-
nigung g bei sonst gleichen Bedingungen auf die Wurfweite? Begrtinden Sie Ihre Antwort!




KugelstoBen

c) Berechnen Sie fur die Bahnkurve y = 0,84 - x — 0,06 - x> die GroBe des Winkels 8 und
Uberprifen Sie, ob dieser Athlet die gréBte Wurfweite erreicht hat!
Erlautern Sie, ob anhand der Parameter a und b in der allgemeinen Bahnkurve y = ax — bx?
bereits feststellbar ist, ob eine Athletin/ein Athlet die grote Wurfweite erzielt hat!




KugelstoBen

Moglicher LOsungsweg

a)

f:y=0,84-x-0,06 - x2
AbstoBpunkt: Hohe 2,1 m
21=0,84-x-0,06-x> x1~326 x2~ 10,74

flx) =0,84-0,12-x f'(3,26)=0,4488 tan @ =0,4488 «a~24,18°bzw. o~ 0,42 rad
fx)=0,84-0,12-x 0=0,84-0,12-x x=7 f(7)=2,94
Die maximale H6he der Kugel betrug 2,94 m.

f:y=0,84-x-0,06 - x?
AbstoBpunkt: Hohe 2,1 m
2,1=0,84-x-0,06-x> (x1~3,26) x2~ 10,74

Nullstellen: 0 = 0,84 - x — 0,06 - x> (x; =0)und x. = 14

14 -3,26 =10,74

Die Wurfweite der Kugel war 10,74 m.

Die Wurfweite wird bestimmt durch die rechte Nullstelle der Parabel:

—_— . —_— —g . 2
O=tan B-x 7 o X

. ___9 .
O0=x <tan B % o B x)

X = tan 8- 2v¢ - cos? B

g
Bei groBerem g wird die Wurfweite Kkleiner. Es liegt eine indirekte Proportionalitat vor.
fix)=0,84-0,12-x f(0)=k tan =k [=~40,03°<45°

Da der Winkel 8 ungleich 45° ist, kdnnte der Athlet durch Veranderung des AbstoBwinkels
eine gréBere Wurfweite erzielen.

Oder L6sung mithilfe von Technologie:

6

y =0.45x + 0.64

B

.
. £(3.26,0) \0(14, 0)

e 0 2 4 6 8 10 12 14 16
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Aufgabennummer: 2_FT0O05

Prufungsteil:

Typ 1 O

Typ 2

Grundkompetenzen: AN 1.1, FA2.2, FA5.2, FA5.3, FA5.6, WS 1.1, WS 1.2

H keine Hilfsmittel
erforderlich

x| 9.
mog

lich

gewohnte Hilfsmittel

besondere Technologie
(teilweise) erforderlich

Die Weltbevolkerung ist in den vergangenen Jahrhunderten unterschiedlich stark gewachsen.
FUr die weitere Entwicklung bis zum Ende dieses Jahrhunderts gibt es unterschiedliche Prognosen.
Abbildung 1 zeigt die Bevolkerungsentwicklung in den vergangenen 3 000 Jahren.

Abbildung 2 zeigt die Bevolkerungsentwicklung von 1750 bis 2000.
Abbildung 3 zeigt die Bevolkerungsentwicklung von 1950 bis 2010.

Die untenstehende Tabelle zeigt die Bevolkerungsentwicklung nach Kontinenten und Subkonti-
nenten von 1900 bis 2000.

Bevolkerungsentwicklung Das Wachstum der Weltbevélkerung 1750 bis 2000 [in Mio.]
€500
6000 7.000
50
o 0 6.000
£ 45w
€ 4w 5.000
*0 :
2000
§ 200 4.000
$ 2000
1500 VA 3.000
1000
0 — 2.000
0
W00 400 00 400 00 O 20 400 60O 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 1000
Bevolkerungswachstum pro Jahr in % 0 H H
300% 1750 1800 1850 1900 1930 1950 60 70 80 2000
250% Quelle: Informationen zur Politischen Bildung, Bevélkerungsentwicklung, 1988, S. 25.
200% Michael Wobring, 2005
150% .
Abbildung 2
100%
050% P A N\
- / \ /\ ’\ / \ I Entwicklung der Weltbevélkerung von 1950 bis 2010
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Abbildung 1

—
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1950 1955 1960 1965 1970 1975 1980 1985 1990 1995 2000 2005 2010

300 —4—Mrd. Menschen
2,00

1,00

Abbildung 3
Jahr Afrika Asien Europa Lateinamerika | Nordamerika | Ozeanien
1900 133 925 430 74 82 6
1950 227 1403 547 167 172 13
1975 419 2 379 676 323 242 21
2000 819 3698 727 521 319 31




Bevdlkerungsentwicklung

Aufgabenstellung:

a)

Ermitteln Sie anhand der Abbildungen, um wie viele Menschen die Weltbevolkerung von
1600 bis 1800 zugenommen hat!

Nennen Sie zwei Zeitrdume, in denen die Weltbevdlkerung mindestens 100 Jahre lang ab-
genommen hat, und begrtinden Sie Ihre Antwort!

Die Weltbevdlkerung hat von 1930 bis 1980 annahernd exponentiell zugenommen.
Berechnen Sie unter dieser Annahme flr diesen Zeitraum die jahrliche Wachstumsrate auf
Zehntelprozent genaul!

Begrtnden Sie anhand der jahrlichen Wachstumsraten aus Abbildung 3, warum die Ent-
wicklung der Weltbevolkerung von 1950 bis 2010 nicht durch eine Exponentialfunktion be-
schrieben werden kann!

Bei konstanter Zunahme der Bevolkerungszahl ab 2010 wird fir das Jahr 2050 eine Be-
vélkerungszahl von 10,4 Milliarden prognostiziert.

Berechnen Sie, von welcher jahrlichen Zunahme bei dieser Prognose ausgegangen wird!
Geben Sie die jahrliche Zunahme in Millionen Menschen an!

Angenommen, die absoluten Zahlen der Bevdlkerungsentwicklung der Kontinente und
Subkontinente im Zeitraum von 1900 bis 2000 werden in einem Saulendiagramm mit
linearer Skalierung dargestellt.

Begrunden Sie, warum die starke Bevolkerungszunahme in Ozeanien von 1900 bis 2000
in einem solchen Diagramm nicht erkennbar ist!

Gegeben sind funf Aussagen zur Bevolkerungsentwicklung nach Kontinenten und Sub-
kontinenten von 1900 bis 2000.
Kreuzen Sie die zutreffende(n) Aussage(n) an!

Die Bevolkerung Asiens hat sich im 20. Jahrhundert ann&hernd
vervierfacht.

Seit Beginn des 20. Jahrhunderts lebten in Lateinamerika mehr
Menschen als in Nordamerika.

Im Zeitraum von 1975 bis 2000 war die relative Bevdlkerungszu-
nahme in Afrika am groBten.

In Europa war die Bevdlkerungszunahme von 1975 bis 2000 ge-
ringer als von 1950 bis 1975.

1950 lebten in Europa und Amerika zusammen bereits mehr als
eine Milliarde Menschen.

(0 O B




Bevdlkerungsentwicklung

Moglicher LOsungsweg

Zunahme von 1600 bis 1800: ca. 500 Millionen Menschen

Die Weltbevdlkerung hat mindestens 100 Jahre lang abgenommen in [250 v. Chr.; 50 v. Chr.]
(bzw. [-250; —50]) und [1400; 1500], da in diesen Zeitintervallen das jahrliche Bevdlke-
rungswachstum in % negativ ist.

N(t) = No - &'

45=2-3%

a =~ 1,016, d. h. Zunahme um 1,6 % pro Jahr

Bei einer exponentiellen Zunahme ist die jahrliche Wachstumsrate konstant. Abbildung 3
zeigt, dass diese Voraussetzung im Zeitraum von 1950 bis 2010 nicht erflllt ist.

Konstante jahrliche Zunahme von 2010 bis 2050:
104-89 _ 4 0875 Milliarden = 87,5 Millionen

Da die Bevolkerungszahl Ozeaniens von 1900 bis 2000 jeweils weniger als 1 % der
Bevdlkerungszahl Asiens betrug, sind die entsprechenden Saulen fur Ozeanien sehr
niedrig (Hohe fast null).

Daher ist die Verfunffachung der Bevolkerungszahl Ozeaniens nicht erkennbar.

Die Bevolkerung Asiens hat sich im 20. Jahrhundert ann&hernd
vervierfacht.

Seit Beginn des 20. Jahrhunderts lebten in Lateinamerika mehr
Menschen als in Nordamerika.

Im Zeitraum von 1975 bis 2000 war die relative Bevdlkerungszu-
nahme in Afrika am groBten.

In Europa war die Bevdlkerungszunahme von 1975 bis 2000 ge-
ringer als von 1950 bis 1975.

1950 lebten in Europa und Amerika zusammen bereits mehr als

eine Milliarde Menschen.
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Hohe der Schneedecke

Aufgabennummer: 2_FT001 Prufungsteil: Typ 1 [ Typ 2

Grundkompetenzen: AN 1.1, AN 1.3, FA 1.1, FA 2.2, FA 3.1

keine Hilfsmittel gewohnte Hilfsmittel besondere Technologie
u erforderlich u maglich erforderlich

Die Hohe H(f) einer Schneedecke nimmt aufgrund von Witterungseinflissen mit der Zeit t ab.
Zuerst ist die Abnahme gering, mit der Zeit wird sie aber immer stérker. Daher kann die H6he
der Schneedecke durch folgende quadratische Funktion H(t) beschrieben werden:

Hit)=Ho—a-t> mit a>0,t>0

(H wird in cm und t in Tagen gemessen, Ho beschreibt die Schneehdhe zu Beginn der Messung)

Das beschriebene Modell gilt in guter Naherung bei einer Witterung mit gleichbleibender
Temperatur bis zur vollstdndigen Schneeschmelze. Dabei wird vorausgesetzt, dass bis zur
vollstandigen Schneeschmelze kein weiterer Schnee hinzukommit.

Aufgabenstellung:

a) Eine 20 cm dicke Schneedecke reduziert sich innerhalb von 12 Stunden auf 18 cm.
Nach wie vielen Tagen (von Anfang an) ist der Schnee géanzlich geschmolzen? Geben
Sie die Losung auf zwei Dezimalstellen genau an!

Wie wirkt sich eine Erhdhung des Parameters a auf H(t) aus? Begrinden Sie lhre Ant-
wort!

b) In einem Alpendorf gilt fur die Schneehdhe H (gemessen in cm) und die Zeit t (gemes-
sen in Tagen) der folgende funktionale Zusammenhang:

H(t) = 40 - 5¢2

Wie hoch ist die mittlere Anderungsrate der Schneehdhe innerhalb der ersten beiden
Tage nach Beginn der Messung? Berechnen Sie diese!

Begriinden Sie, warum die Berechnung der mittleren Anderungsrate im Zeitintervall [0; 3]
mithilfe der angegebenen Funktion nicht sinnvoll ist, um Aussagen Uber den Verlauf der
Hohe der Schneedecke zu machen!

c) Berechnen Sie H'(0,5) fir H(t) = Ho—a - t? und a = 3!
Deuten Sie das Ergebnis hinsichtlich der Entwicklung der Schneehdhe H!




Hohe der Schneedecke

d) Der folgende Graph beschreibt idealisiert den Verlauf der Schneehéhe in Dezimetern
innerhalb einer Woche in einem Alpendorf.

‘Y

7+ Schneehdhe

"><

3 | 4|5 |6 |7
14 Tage

Handelt es sich bei diesem Graphen um eine auf [0; 7] definierte Funktion? Begriinden
Sie Ihre Antwort!

Bestimmen Sie die Gleichung y =k - x + d mit k, d € R einer Funktion f, welche den
Graphen im Intervall [3; 5] beschreibt!




Hohe der Schneedecke

Moglicher LOsungsweg

Frage 1:
18=20-a-0,5°=>a=8; 20-8t2=0=> t= 1,58 Tage

Frage 2:
Je groBer a, desto schneller nimmt die Schneehdhe ab!
Frage 1:
HE -HO) _20-40 cm/Tag
2 2
Frage 2:

Der Anwendungsbereich (Definitionsbereich) der Formel H(t) liegt im Bereich [0; V8], wobei
V8 ~ 2,8 die positive Nullstelle von H(?) ist.

Da [0; 2,8] eine Teilmenge des Intervalls [O; 3] ist, ist die Berechnung des Differenzenquoti-
enten im Intervall [0; 3] nicht sinnvoll.

Oder:
An der Stelle t = 3 wird der Funktionswert H(f) negativ. Die Schneehdhe H kann allerdings

nicht negativ sein, daher ist die Berechnung der mittleren Anderungsrate im Intervall [0; 3]
nicht sinnvaoll.

Frage 1:
H({t) = Ho-3 - t?
H({)=-6-t

H'(0,5) = -3 cm/Tag

Frage 2:
Nach t = 0,5 Tagen nimmt die Schneedecke mit einer Abnahmegeschwindigkeit von
-3 cm/Tag ab.

Frage 1:
Der Graph beschreibt eine Funktion, da jedem Zeitpunkt x genau eine Schneehothe y zu-
geordnet wird.

Frage 2:
f8=0=>0=k-3+d
f6)=2=>2=k-5+d
daher:k=1;d=-3
y=x-3
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Gewinnfunktion

Aufgabennummer: 2_009 Profungsteil: Typ 1 O Typ 2

Grundkompetenzen: AG 2.3, FA 1.4, FA1.6, FA1.7, FA 2.3

keine Hilfsmittel gewohnte Hilfsmittel
u erforderlich maglich O

besondere Technologie
erforderlich

In einem Unternehmen werden die Entwicklungen der Kosten K und des Erléses E in Geld-
einheiten (GE) bei variabler Menge x in Mengeneinheiten (ME) beobachtet. Als Modellfunktionen
werden die Erldsfunktion £ mit E(x) =-0,05-x%+ 1,5-x und eine Kostenfunktion K mit
K(x) = 0,3 - x + 5,4 angewendet. Alle produzierten Mengeneinheiten werden vom Unternehmen

abgesetzt.

Aufgabenstellung:

a) Berechnen Sie die Koordinaten der Schnittpunkte der Funktionsgraphen von E und K!
Beschreiben Sie, welche Informationen die Koordinaten dieser Schnittpunkte flir den Ge-

winn des Unternehmens liefern!

b) Zeichnen Sie den Graphen der Gewinnfunktion G in die untenstehende Abbildung ein!

Markieren Sie in der Abbildung den Gewinn im Erlésmaximum!

Geldeinheiten (GE)

13

\
' Mengeneinheiten (ME)
} T T

0 's '10 "5 120 125 30 35

40




Gewinnfunktion

c) Berechnen Sie den zu erwartenden Gewinn, wenn 13 Mengeneinheiten produziert und
abgesetzt werden!

Bei der gegebenen Kostenfunktion K gibt der Wert 5,4 die Fixkosten an. Im Folgenden
werden Aussagen getroffen, die ausschlielich die Anderung der Fixkosten in Betracht zie-
hen. Kreuzen Sie die fur den gegebenen Sachverhalt zutreffende(n) Aussage(n) an!

Eine Senkung der Fixkosten bewirkt eine breitere Gewinnzone, d.h., der 0
Abstand zwischen den beiden Nullstellen der Gewinnfunktion wird groBer.

Eine Veranderung der Fixkosten hat keine Auswirkung auf diejenige Stlick- 0
zahl, bei der der hdchste Gewinn erzielt wird.

Eine Erhdhung der Fixkosten steigert die Hohe des maximalen Gewinns. U
Eine Veranderung der Fixkosten hat keine Auswirkung auf die Hohe des 0
maximalen Gewinns.

Eine Senkung der Fixkosten fuhrt zu einer Erhéhung des Gewinns. O




Gewinnfunktion

0,3:x+5,4

-0,05-x°+1,5-x=

a)

-0,05-x°+12-x-54=0

=18

6 und xo

Die L6sung der quadratischen Gleichung flhrt zu den Ldsungen x;

— S1(6]7,2) und S(18]10,8).

Reflexion beispielsweise:

FUr die Mengen x; und x2 sind Erlds und Kosten jeweils gleich gro3, der Gewinn ist daher

null.

FUr die Stlckzahlen x; und x» wird kein Gewinn erzielt.

FUr den Stlckzahlenbereich (xi1; x2) wird ein Gewinn erzielt.

Eine der moglichen Markierungen flr den Gewinn reicht in der Lésung aus.

b)

7-
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1
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G(x) einzeichnen

Markierung des Gewinns




Gewinnfunktion

c) Gx)=-0,05-x2+12-x-54
G(13) = 1,75 GE (Geldeinheiten)

Eine Senkung der Fixkosten bewirkt eine breitere Gewinnzone, d.h., der
Abstand zwischen den beiden Nullstellen der Gewinnfunktion wird groBer.

Eine Veranderung der Fixkosten hat keine Auswirkung auf diejenige Stlick-
zahl, bei der der héchste Gewinn erzielt wird.

Eine Erhdhung der Fixkosten steigert die Hohe des maximalen Gewinns.

Eine Veranderung der Fixkosten hat keine Auswirkung auf die Hohe des
maximalen Gewinns.

Eine Senkung der Fixkosten fuhrt zu einer Erhéhung des Gewinns.
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Kostenfunktion

Aufgabennummer: 2_012 Prufungsteil: Typ 1 O Typ 2

Grundkompetenzen: AN 1.3, AN 3.3, AG 2.3

n keine Hilfsmittel

gewohnte Hilfsmittel M besondere Technologie
erforderlich

maoglich erforderlich

Im Zuge einer betriebswirtschaftlichen Analyse und Beratung werden bei zwei Firmen die Kos-
tenverlaufe in Abhangigkeit von der Produktionsmenge untersucht.

Bei Firma A wird der Zusammenhang zwischen der monatlichen Produktionsmenge x (in Men-
geneinheiten [ME]) und den entstehenden Produktionskosten Ka(x) (in Geldeinheiten [GE])
durch die Kostenfunktion Ka mit Ka(x) = 0,01x3 — 3x2 + 350x + 20000 beschrieben. Firma A
kann monatlich maximal 400 ME produzieren. In der untenstehenden Abbildung ist der Graph
der Funktion Ka im Intervall [0; 400] dargestellt.

1 Ka(x) (in GE)
320000 -

280000 1

240000 1

200000 1

160000 1

120000 1
1 K
80000 1

40000 -
| x (in ME)

O e o L L L s L B A s AU S A B s >

Bei Firma B wird der Zusammenhang zwischen der monatlichen Produktionsmenge x (in ME)
und den entstehenden Produktionskosten Kg(x) (in GE) durch die Kostenfunktion Kg mit
Ka(x) = 0,5x2 + 100x + 15000 beschrieben. Firma B kann monatlich maximal 300 ME produ-
Zieren.




Kostenfunktion

Aufgabenstellung:

a)

Untersuchen Sie, ob der Kostenverlauf bei Firma B progressiv oder degressiv ist! Begrin-
den Sie Ihre Antwort!

Allgemein kann eine solche Kostenfunktion in Abhangigkeit von den produzierten Mengen-
einheiten durch eine Polynomfunktion f zweiten Grades mit
flx)y=ax2+bx +c(a, b,c € R, a = 0) beschrieben werden.

FUr welche Werte von a liegt im streng monoton wachsenden Bereich der Funktion ein
progressiver bzw. ein degressiver Kostenverlauf vor? Begrinden Sie lhre Antwort!

Die erste Ableitung einer Kostenfunktion bezeichnet man als Grenzkostenfunktion. Diese
beschreibt ndherungsweise die Kostensteigerung, wenn der Produktionsumfang vergro-
Bert wird. Berechnen Sie, um wie viel GE sich der Wert der Grenzkostenfunktion bei einem
Produktionsumfang von x = 50 ME vom tatséchlichen Zuwachs der Kosten bei Firma A
unterscheidet, wenn der Produktionsumfang von 50 ME auf 51 ME erhdht wird!

Fir die vorliegende Kostenfunktion gilt die Aussage: ,Die Funktionswerte der Grenzkosten-
funktion sind immer positiv.” Interpretieren Sie diese Aussage im Hinblick auf den Verlauf!

FUr die Festlegung des Produktionsplans ist es erforderlich, die durchschnittlichen Kosten
pro erzeugter ME in Abhangigkeit von der Produktionsmenge zu kennen. Die Stlickkosten-
funktion gibt den durchschnittlichen Preis pro erzeugter ME an.

Ermitteln Sie die Stiickkostenfunktion Kg(x) bei Firma B!
Geben Sie an, bei welcher Produktionsmenge die durchschnittlichen Stiickkosten bei Fir-
ma B am kleinsten sind!




Kostenfunktion

Moglicher LOsungsweg

a)

Ks(x) = 0,5x2 + 100x + 15000
Ks'(x) =x + 100
Kg"(x)=1>0

Da die zweite Ableitung positiv ist, ist die Funktion linksgekrummt. Es liegt progressives
Wachstum vor.

Andere richtige Begrtindungen (z. B. anhand des Graphen) sind auch zuldssig.

f(x) =ax2+ bx +c

Wenn a > 0 ist, ist der Graph der Kostenfunktion linksgekrimmt. Es liegt progressives
Wachstum vor.

Wenn a < 0 ist, ist der Graph der Kostenfunktion rechtsgekrimmt. Es liegt degressives
Wachstum vor.

Grenzkostenfunktion Ka'(x) = 0,03x2 — 6x + 350
Ka'(50) = 125
Ka(b1) — Ka(50) = 31 373,51 — 31 250 = 123,51

Der Wert der Grenzkostenfunktion bei einem Produktionsumfang von x = 50 ME unter-
scheidet sich vom tatsachlichen Zuwachs der Kosten bei Firma A um 1,49 GE.

Da die Kostenfunktion K(x) im angegebenen Bereich monoton steigend ist, gilt K'(x) > 0 —
die Funktionswerte der Grenzkostenfunktion (= Ableitungsfunktion der Kostenfunktion) sind
also immer positiv.

Ka(x) = 0,5x2 + 100x + 15000

— Kg(x
Ralx) = BX)
X
— 15 000
Kg(x) = 0,5x + 100 +
_ 15 000
Kg'(x) =0,5- 2

Ke'x)=0 — 0,5x2=15000 — x =+/30 000
X ~173,2

Bei einer Produktion von ca. 173 Mengeneinheiten sind die durchschnittlichen Stlckkos-
ten bei Firma B am kleinsten.
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Schwarzfahren als Volkssport

Aufgabennummer: 2_014 Prufungsteil: Typ 1 O Typ 2

Grundkompetenzen: AG 2.2, FA 1.7, FA5.2, WS 2.3, WS 3.1, WS 3.3

n keine Hilfsmittel

gewohnte Hilfsmittel M besondere Technologie
erforderlich

maglich erforderlich

Im Jahr 2010 wurden in den Graz-Linien exakt 36 449
Schwarzfahrer und Schwarzfahrerinnen auf frischer Tat

ertappt. Schwarzfahren
Jlhren Fahrschein, bitte!” — diese freundliche, aber be- erhoht den

stimmte Aufforderung treibt Schwarzfahrern regelméaBig
den Angstschwei3 ins Gesicht. Zu Recht, heiBt es dann
doch 65 Euro Strafe zahlen. Mehr als 800 000 Fahrschein-
kontrollen wurden im Vorjahr in den Grazer Bus- und Stra-
Benbahnlinien durchgefiihrt. 36 449 Personen waren
Schwarzfahrer. Gegentber 2009 ist das ein leichtes Minus von 300 Beanstandungen. Fur die
Graz-Linien ist das ein Beweis fur den Erfolg der strengen Kontrollen. Fur den Vorstand der
Graz-Linien steht darum eines fest: ,Wir werden im Interesse unserer zahlenden Fahrgéste
auch 2011 die Kontrollen im gleichen Ausmap fortsetzen.” Denn den Graz-Linien entgehen
durch den Volkssport Schwarzfahren jedes Jahr Millionen. Rechnet man die Quote der bei den
Kontrollen ertappten Schwarzfahrer (ca. 5 %) auf die Gesamtzahl der beférderten Personen
hoch (ca. 100 Mio. pro Jahr), dann werden aus 36 449 schnell finf Millionen, die aufs Ticket
pfeifen ... (Quelle: Meine Woche Graz, April 2011, adaptiert)

Adrenalinspiegel.

Fahrkarte kaufen spart mindestens 65 Euro. | VERBUND LINIE Bt |

In diesem Zeitungsartikel wird der Begriff Schwarzfahrer fir Personen, die ohne gultigen Fahr-
schein angetroffen werden, verwendet. Fahrgaste, die ihre Zeitkarte (z. B. Wochenkarte, Schi-
lerfreifahrtsausweis) nicht bei sich haben, gelten nicht als Schwarzfahrer/innen.

Nach Angaben der Graz-Linien betragt der Anteil der Schwarzfahrer/innen etwa 5 %.

Zwei Kontrolleure steigen an der Haltestelle Jakominiplatz in einen Wagen der StraBenbahnlinie 5
und kontrollieren alle 25 Fahrgaste. An der Haltestelle Hauptplatz steigen sie in einen Wagen
der Linie 3 um, in dem sie alle 18 Fahrgaste kontrollieren.

Aufgabenstellung:

a) Es soll die Wahrscheinlichkeit p1 berechnet werden, dass die Kontrolleure mindestens eine
Schwarzfahrerin/einen Schwarzfahrer ermitteln, aber erst in der Linie 3 auf diese Person
treffen. Geben Sie einen geeigneten Term an, mit dem diese Wahrscheinlichkeit p; ermittelt
werden kann, und berechnen Sie diesel!

Es sei p»die Wahrscheinlichkeit, bereits im Wagen der Linie 5 auf mindestens eine Schwarz-
fahrerin/einen Schwarzfahrer zu treffen. Begrinden Sie, warum p. groBer als p1sein muss,
ohne p2 zu berechnen!




Schwarzfahren als Volkssport

b)

Es wird angenommen, dass bei den durchgeflihrten Kontrollen nur 1 % aller funf Millionen
Personen, die keinen Fahrschein mithaben, entdeckt werden. Man weif3, dass 10 % dieser
funf Millionen Personen eine Zeitkarte besitzen, die sie aber nicht bei sich haben, und da-
her nicht als Schwarzfahrer/innen gelten. Wird eine Schwarzfahrerin/ein Schwarzfahrer er-
wischt, muss sie/er zuséatzlich zum Fahrpreis von € 2 noch € 65 Strafe zahlen. Gehen Sie
davon aus, dass im Durchschnitt die nicht erwischten Schwarzfahrer/innen jeweils entgan-
gene Einnahmen eines Einzelfahrscheins von € 2 verursachen.

Berechnen Sie den in einem Jahr durch die Schwarzfahrer/innen entstandenen finanziellen
Verlust fur die Grazer Linien!

Das BuBgeld musste wesentlich erhdht werden, um eine Kostendeckung zu erreichen.
Ermitteln Sie den neuen Betrag flr ein kostendeckendes BuBgeld!

Die Anzahl der entdeckten Schwarzfahrer/innen nahm gegentber 2009 um 300 ab und
betrug 2010 nur mehr 36 449. Man geht davon aus, dass durch verstarkte Kontrollen eine
weitere Abnahme der Anzahl an Schwarzfahrerinnen/Schwarzfahrern erreicht werden
kann.

Beschreiben Sie diese Abnahme beginnend mit dem Jahr 2009 sowohl als lineares als auch
als exponentielles Modell!

Geben Sie jeweils einen Funktionsterm an, der die Anzahl S der Schwarzfahrer/innen nach
t Jahren, ausgehend von dem Jahr 2009, beschreibt!

Berechnen Sie die Anzahl der Schwarzfahrer/innen nach 10 Jahren, also im Jahr 2019, mit
beiden Modellen! Welche Schlussfolgerungen Uber die beiden Modelle ziehen Sie aus dem
Ergebnis?




Schwarzfahren als Volkssport

Moglicher LOsungsweg

p:=0,95% - (1 -0,95') ~ 0,1672

Md&gliche Argumentationen:

* Die Wahrscheinlichkeit p+ ist hdchstens die Wahrscheinlichkeit, unter 18 Personen min-
destens 1 Schwarzfahrer/in zu finden. Die Wahrscheinlichkeit p., bereits im Wagen der
Linie 5 auf mindestens 1 Schwarzfahrer/in zu treffen, ist gréBer als die Wahrscheinlich-
keit p1, da die Wahrscheinlichkeit, unter 25 Kontrollierten eher 1 Schwarzfahrer/in anzu-
treffen, groBer ist als unter 18 Kontrollierten.

* Die Wahrscheinlichkeit p ist héchstens die Wahrscheinlichkeit, unter 25 Personen keine
Schwarzfahrerin/keinen Schwarzfahrer zu finden. Diese ist kleiner als 0,5. Die Wahr-
scheinlichkeit p. ist die Wahrscheinlichkeit, unter 25 Personen mindestens 1 Schwarz-
fahrer/in zu treffen. p. ist gréBer als 0,5, also p2 > pa.

Der zu erwartende Verlust wird wie folgt berechnet:

10 % der Fahrgaste ohne Fahrschein besitzen eine Zeitkarte, daraus folgt, dass 90 % von
den 99 % Schwarzfahrer/innen sind.

V=(-099-09-2+0,01-09"-65) 5000000 = (-0,891 - 2 + 0,009 - 65) - 5000000 =
-1,197 - 5000 000 =~ € -5.985.000

Soll der Verlust V = 0 sein, dann gilt: 0 =-0,891 -2 + 0,009 - B — B =€ 198.
Das BuBgeld B musste auf € 198 erhéht werden.

lineare Abnahme: S(f) = 36 749 — 300 - t
exponentielle Abnahme: S(t) = 36 749 - (36 449/36 749)!

Bei linearer Abnahme sind es nach 10 Jahren noch 33 749, bei exponentieller Abnahme
33857 Personen. Der Unterschied ist gering und beide Modelle sind fUr diesen Zeitraum
gleich gut.
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Produktionskosten®

Aufgabennummer: 2_016 Profungsteil: Typ 1 O Typ 2

Grundkompetenzen: FA 1.6, FA 2.3, FA 1.5, FA2.2, AN 3.3, AN 1.3

keine Hilfsmittel gewohnte Hilfsmittel besondere Technologie
u erforderlich maglich u erforderlich

Die Produktionskosten eines Betriebes setzen sich aus Fixkosten und variablen Kosten zu-
sammen und kénnen durch eine Kostenfunktion beschrieben werden. Fixkosten fallen auf je-
den Fall an und sind unabhangig von der produzierten Menge. Variable Kosten hingegen neh-
men mit steigender Produktionsmenge zu.

Die Kostenkehre ist jene Produktionsmenge, ab der die variablen Kosten immer starker steigen,
in diesem Fall spricht man von einem progressiven Kostenverlauf. Vor der Kostenkehre ist der
Kostenverlauf degressiv, das heif3t, die Kosten steigen bei zunehmender Produktionsmenge
immer schwéacher.

Der Verkaufserlds ist das Produkt aus der verkauften Stlickzahl und dem Verkaufspreis pro
Stuck.

Die untenstehende Abbildung zeigt die Graphen der Kostenfunktion K und der Erldsfunktion £
des Betriebes, wobei x die Anzahl der produzierten und verkauften Mengeneinheiten (ME) pro
Tag ist. 1 ME entspricht einer Verpackungseinheit von 100 Stick. Pro Tag kénnen hoéchstens
110 ME produziert werden.

Der Gewinn ist die Differenz aus Erlds und Produktionskosten.

y in Euro
8000 |

7000 |
6000 |
5000 |
4000 |
3000 K
2000 |

1000 |

0 X in ME
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110

* Diese Aufgabe wurde dem unter https://www.bifie.at/node/1976 abrufbaren Dokument Exemplarische Typ-2-Aufgaben entnommen.



Produktionskosten

Aufgabenstellung:

a)

Ermitteln Sie anhand der obigen Abbildung den Gewinnbereich, das sind jene Stickzahlen
(1 ME = 100 Stuck), fir die der Betrieb Gewinn erzielt!

Beschreiben Sie, wie sich eine Senkung des Verkaufspreises auf den Verlauf des Graphen
der Erlésfunktion £ auswirkt und wie sich dadurch der Gewinnbereich verandert!

Bestimmen Sie anhand der Abbildung die Fixkosten und den Verkaufspreis pro ME mog-
lichst genaul

Welche der nachstehenden Aussagen treffen fur die in der Grafik abgebildeten Produkti-
onskosten zu? Kreuzen Sie die beiden zutreffenden Aussagen an!

Bei degressivem Kostenverlauf gilt: K'(x) < 0.

Bei progressivem Kostenverlauf gilt: K”(x) > O.

Bei der Kostenkehre gilt: K'(x) = 0.

Fir alle x aus dem Definitionsbereich [0 ME; 110 ME] gilt: K'(x) > 0.

0 B

Es gilt: K'(50) > K'(90).

Erklaren Sie ausfuhrlich, was die 1. und die 2. Ableitung der Kostenfunktion an einer be-
stimmten Stelle Uber den Verlauf des Graphen von K an dieser Stelle aussagen!

Deuten Sie die Beziehung K'(x) = E'(x) geometrisch und ermitteln Sie anhand der nachste-
henden Abbildung jene Produktionsmenge x1, fur die dies zutrifft!
Begrinden Sie, warum der erzielte Gewinn bei dieser Produktionsmenge x; am gréBten ist!

y in Euro
8000 |

7000 |
6000 |
5000 |
4000 |
3000 K
2000 |

1000 |

0 xin ME
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Produktionskosten

Moglicher LOsungsweg

a)

Die Antwort ist als richtig zu werten, wenn beide Grenzen des Grenzbereichs richtig ange-
geben sind, z. B.: Bei einer Produktion von 2 100 bis 9 000 Sttick wird Gewinn erzielt (To-
leranz bei Gewinngrenzen: + 100 Stick).

Weiters muss eine richtige Interpretation angeflhrt sein, wie sich eine Senkung des Ver-
kaufspreises auf den Gewinnbereich auswirkt, z. B.: Bei einer Senkung des Verkaufsprei-
ses verlauft der Graph von E flacher, wodurch der Gewinnbereich kleiner (,schméler”) wird.

Als richtig zu werten ist auch die Antwort, dass bei einer starken Senkung des Verkaufs-
preises bei allen Produktionsmengen Verlust erzielt wird.

Fixkosten: 500 Euro (Toleranz: = 100 Euro)

Verkaufspreis pro ME: % = 60 Euro (Toleranz: + 5 Euro)

Falls der Verkaufspreis durch ein ,zu kleines” Steigungsdreieck sehr ungenau abgelesen
wird (z. B. 50 Euro), so ist das Ergebnis als falsch zu werten.

Es muUssen die beiden zutreffenden Aussagen angekreuzt sein.

Bei progressivem Kostenverlauf gilt: K”(x) > O.

Fir alle x aus dem Definitionsbereich [0 ME; 110 ME] gilt: K'(x) > 0.

Zudem muss eine Erklarung angegeben sein, z. B.:

K'(x) beschreibt die Steigung der Kostenfunktion (oder: Steigung der Tangente) an der
Stelle x (bei Produktion von x ME).

K"(x) beschreibt die Anderung der Steigung, also das Krimmungsverhalten der Kosten-
funktion an der Stelle x.

Im degressiven Bereich ist der Graph von K rechtsgekriimmt und im progressiven Bereich
ist der Graph von K linksgekrimmt.

Auch folgende bzw. alle anderen inhaltlich richtigen Formulierungen sind als richtig zu werten:
K' beschreibt das Monotonieverhalten von K, d. h. falls K'(x) > O ist, steigt K an der Stelle x.

K" beschreibt das Monotonieverhalten von K', d. h. falls K"(x) > 0 ist, steigt K' an der Stelle x
(d. h., die Kostensteigerung nimmt zu).




Produktionskosten

Anmerkung: Aus der Antwort muss jedenfalls ersichtlich sein, welche geometrische Be-
deutung K" und K" besitzen, der Begriff Monotonieverhalten alleine ist nicht ausreichend.

Die Antwort ist als richtig zu werten, wenn die richtige geometrische Deutung angegeben

ist und xy bestimmt ist (falls x1 nur eingezeichnet ist, der Wert aber nicht angegeben ist, so
ist dies auch als richtig zu werten), z. B.: Geometrisch bedeutet dies, dass der Graph von
K und der Graph von E an dieser Stelle die gleiche Steigung besitzen.

Oder: Die Tangente t an den Graphen von K verlduft parallel zum Graphen von E.

Dies ist bei ca. 63 ME der Fall (Toleranz: + 3 ME).

Zudem muss die Interpretation angegeben sein, dass an der gesuchten Stelle G'(x) = 0 gilt
und somit G(x1) der maximale Gewinn ist, z. B.: Wegen der Beziehung G(x) = E(x) — K(x)

gilt: G'(x) = E'(x) - K'(x).

Somit gilt: G'(xs) = E'(xs) — K'(x;) = 0 und G(x;) ist daher der maximale Gewinn.
(Anmerkung: Der Nachweis des Maximums (Monotoniewechsel von G an der Stelle x) ist
nicht erforderlich.)

Auch die geometrische Begrindung, dass der vertikale Abstand zwischen Erlés- und Kos-
tenkurve an der Stelle x; am groBten ist, ist als richtig zu werten, falls dieser Abstand
(strichlierte Linie) richtig eingezeichnet ist.
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Emissionen

Aufgabennummer: 2_017 Profungsteil: Typ 1 O Typ 2

Grundkompetenzen: AN 1.1, WS 1.1, AN 1.3, FA 1.9

keine Hilfsmittel gewohnte Hilfsmittel besondere Technologie
u erforderlich maglich u erforderlich

Laut Immissionsschutzgesetz — Luft (IG-L) gilt auf manchen Autobahnabschnitten in Osterreich
fur PKW eine Tempo-100-Beschrankung, wenn die Grenzwerte fur bestimmte Luftschadstoffe
Uberschritten werden. Fur LKW gilt ein generelles Tempolimit von 80 km/h.

Abbildung 1 zeigt vier Messwerte fur die freigesetzte Menge von Stickoxiden (NOy) bei unter-
schiedlichen Fahrgeschwindigkeiten (in km/h) fur einen durchschnittlichen PKW. Die freigesetz-
te NOx-Menge wird in Gramm pro gefahrenem Kilometer angegeben. Die Abhangigkeit von
Fahrgeschwindigkeit und NO,-Aussto3 wurde durch eine Funktion A modelliert, deren Graph
ebenfalls in Abbildung 1 dargestellt ist.

Abbildung 2 zeigt den Anteil der Verkehrsmittel (PKW, LKW, sonstige) am Verkehrsaufkommen
und am AusstofB (= Emission) von Stickoxiden und Feinstaub (PM 10) im Unterinntal in Tirol.

12 Ain g/lkm
o,
1 100%
4 90% —
0 80%+— 16 -
' 70% 1+ 23 |
08
60% 1— 54
07
50% T -
06
A 40°/o T 76 -
0% 30% 1— 60 |—i
04 20% 1— o —
93 10% +— ]
02 0% T T
0.1 Verkehr NOy PM10
0 v in km/h -
50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150 160 170 OPKW OLKW Osonstige
Abbildung 1 Abbildung 2

Quelle: http://www.tirol.gv.at/themen/verkehr/verkehrsplanung/
verkehrsprojekte/tempo100

Aufgabenstellung:

a) Ermitteln Sie anhand der Messwerte in Abbildung 1, um wie viele Prozent der Stickoxid-
AusstoB eines PKW abnimmt, wenn statt der sonst erlaubten 130 km/h nur mit einer Ge-
schwindigkeit von 100 km/h gefahren werden darf!

Ist der Stickoxid-AusstoB eines PKW direkt proportional zur Fahrgeschwindigkeit? Be-
griinden Sie Ihre Antwort anhand des Graphen der Modellfunktion A in Abbildung 1.

* Diese Aufgabe wurde dem unter https://www.bifie.at/node/1976 abrufbaren Dokument Exemplarische Typ-2-Aufgaben entnommen.
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b)

Verursachen im Tiroler Unterinntal die Verkehrsmittel mit dem gréBten Anteil am Verkehrs-
aufkommen auch die meisten Stickoxid- bzw. Feinstaub-Emissionen? Begriinden Sie Ihre
Antwort!

Geschwindigkeitsmessungen auf der Autobahn A12 im Tiroler Unterinntal haben gezeigt,
dass die Geschwindigkeitslimits von mehr als 90 % der Verkehrsteilnehmer/innen einge-
halten werden und weniger als 1 % der Verkehrsteilnehmer/innen die Geschwindigkeitsli-
mits um mehr als 10 % Uberschreiten. Die Geschwindigkeitsiberschreitungen kénnen da-
her fUr die folgende Fragestellung vernachlassigt werden.

Begrinden Sie, welche der beiden MaBnahmen (A oder B) wirkungsvoller ist, wenn ent-
lang der A12 die Stickoxid-Emissionen weiter reduziert werden sollten! Durch MaBnah-
me A eventuell anfallende zusétzliche Emissionen durch die Bahn werden vernachlassigt.

A eine Verlagerung der Halfte des Gutertransports durch LKW auf die Schiene
(d. h. Transport der LKW mit der Bahn)
B ein Tempolimit von 80 km/h fir PKW und LKW

Entnehmen Sie die flr die Begrindung benétigten Werte den Abbildungen 1 und 2 und
fihren Sie diese an!

Ermitteln Sie rechnerisch anhand von Abbildung 1 das Ergebnis des Ausdrucks

A(160) — A(100 . .
% auf vier Dezimalstellen genau!

Interpretieren Sie das Ergebnis dieses Ausdrucks im Hinblick auf die NOy-Emissionen!

Zur Modellierung der in Abbildung 1 dargestellten Abhangigkeit des NO«-AusstoBBes A von
der Fahrgeschwindigkeit v konmen unterschiedliche Funktionstypen in Frage.

Welche Funktionstypen kénnen zur Modellierung der Funktion A verwendet worden sein?
Kreuzen Sie die beiden geeigneten Funktionsgleichungen an!

Avi=a-v+bmita>0,b>0

Av)=a-v2+bmita<0,b>0

AV =a-v?’+b-v+cmita>0,c>0,b e R

Av)=a-b'mita>0,b>1

1 B O B O

Av)=a-b'mita>0,b <1

Begrtnden Sie, warum die drei restlichen Funktionsgleichungen fur die Modellierung von A
in Abbildung 1 nicht geeignet sind!




Emissionen

Moglicher LOsungsweg

a)

Richtige Berechnung der Abnahme der NO,-Emissionen: % ~ 0,67.

Der Stickoxid-AusstoB nimmt um ungefdhr 33 % ab.
Alle Ergebnisse im Intervall [30 %; 35 %] sind als richtig zu werten.

Auch die Antwort, dass die Emissionen bei einer Reduktion der Geschwindigkeit auf
100 km/h nur mehr 67 % des Wertes bei 130 km/h betragen, ist als richtig zu werten (L6-
sungsintervall, falls die noch vorhandenen Emissionen angegeben werden: [65 %; 70 %]).

Zudem muss eine Begriindung angegeben sein, dass A nicht direkt proportional zu v ist,
z. B.: Der Stickoxid-AusstoB ist nicht direkt proportional zur Fahrgeschwindigkeit, weil der
Graph von A nicht linear verlauft.

Auch andere, aus der Abbildung ableitbare Formulierungen wie z. B. Nicht direkt proporti-
onal, weil sich die Emissionen mehr als verdoppeln, wenn die Geschwindigkeit verdoppelt
wird, aufgrund derer eine direkte Proportionalitdt ausgeschlossen werden kann, sind als
richtig zu werten.

Die Antwort ist als richtig zu werten, wenn sinngemal begriindet ist, dass PKW zwar den

gréBten Anteil an den Feinstaub-Emissionen besitzen, bei den Stickoxid-Emissionen aber

die LKW die Hauptverursacher sind, z. B.: Im Tiroler Unterinntal haben PKW mit 76 % den
gréBten Anteil am Verkehrsaufkommen. Sie verursachen mit 60 % zwar den gréBten Anteil
der Feinstaub-Emissionen, aber nur 35 % der Stickoxid-Emissionen.

Anmerkung: Die Zahlenwerte missen nicht angefuhrt sein.

Zudem muss eine schlissige Begrindung angegeben werden, dass MaBBnahme A wir-
kungsvoller fur eine Stickoxid-Reduktion ist, z. B.: LKW verursachen 54 % der NO-
Emissionen im StraBenverkehr, obwohl ihr Anteil am Verkehrsaufkommen nur 16 % be-
trdgt. Eine Reduktion des LKW-Verkehrs auf die Hélfte wirde die NOx-Emissionen um

ca. 27 % reduzieren.

PKW haben zwar einen Anteil von 76 % am Verkehrsaufkommen, sind aber nur fir 35 %
der NOy-Emissionen verantwortlich. Durch eine Reduktion des Tempolimits von 130 km/h
auf 80 km/h kénnten laut Abbildung 1 maximal die Hélfte dieser Emissionen, also etwa
17 %, vermieden werden. Eine Verlagerung der Hélfte des LKW-Verkehrs auf die Schiene
wére daher die wirkungsvollere MalBnahme zur Reduktion der NOy-Emissionen.
Anmerkung: Auch eine Begrindung mit gerundeten relativen Anteilen (drei Viertel etc.) ist
als richtig zu werten.

Richtige Berechnung des Differenzenquotienten: A(169) 6_OA(1 9 _ 1’0565 9% ~0,0092, wobei

Ergebnisse aus dem Intervall [0,0088; 0,0095] als richtig zu werten sind. Die Angabe der
Einheit ist nicht erforderlich.

Zudem muss der Differenzenquotient richtig interpretiert werden, z. B.: Wenn die Ge-
schwindigkeit von 100 km/h auf 160 km/h erhdht wird, betrédgt die mittlere Zunahme der
NO,-Emissionen 0,0092 g/km pro km/h.




Emissionen

Auch analoge Formulierungen wie z. B. mittlere Anderungsrate des Stickoxid-AusstoBes
sind als richtig zu werten. Das Geschwindigkeitsintervall [100 km/h; 160 km/h] muss in der
Interpretation in irgendeiner Form vorkommen.

Es muUssen die beiden zutreffenden Aussagen angekreuzt sein.

Av)=a-v?+b-v+cmita>0,c>0,b R

AVv)=a-b'mita>0,b>1

Zudem muUssen drei sinngeman richtige Begriindungen angegeben sein, warum die restli-
chen Funktionsgleichungen fur die Modellierung nicht geeignet sind, z. B.:

Der Graph von A(v) = a - v + b ist linear und daher nicht geeignet.

Der Graph von A(v) =a - v¢ + b mit a < 0, b > 0 ist eine nach unten gedbffnete Parabel und
daher nicht geeignet.

Der Graph von A(v) =a - b" mit a > 0, b < 1 ist fallend und daher nicht geeignet.
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Wiener U-Bahn

Profungsteil: Typ 1 O Typ 2

Aufgabennummer: 2_018

Grundkompetenzen: AN 1.3, FA 1.7, FA 5.3

besondere Technologie

keine Hilfsmittel gewohnte Hilfsmittel
O erforderlich

erforderlich maglich

O

Die Wiener U-Bahn-Linie U2 verkehrt zwischen den Stationen Karlsplatz und Aspernstral3e. Die
Gesamtstrecke der U2 betragt 12,531 km (Stand 2012).
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Quelle: http.//www.wienerlinien.at/media/download/2012/Linie_U2_68801.pdf

Zwischen den beiden Stationen Donaumarina und Donaustadtbriicke fahrt die U-Bahn nahezu

geradlinig und bendtigt fur diese 855 m lange Strecke ca. eine Minute.

Betrachtet man die Geschwindigkeit eines Zuges zwischen diesen beiden Stationen, so 1asst
sie sich n&herungsweise durch drei Funktionen beschreiben. Diese Funktionen sind im nachste-
henden Zeit-Geschwindigkeits-Diagramm dargestellt. Die Zeit t ist in Sekunden, die Geschwin-

digkeit v in m/s angegeben.

v4(t) = 0,08¢2 [0; 15)
vo(t) = 18 [15; 50)
va(t) = -0,14(t - 502 + 18 [50; 61,34]

* Diese Aufgabe wurde der im Mai 2013 publizierten Probeklausur (vgl. https://www.bifie.at/node/2231) entnommen.



Wiener U-Bahn

Aufgabenstellung:

a) Berechnen Sie die Lange desjenigen Weges, den die U-Bahn im Zeitintervall [15; 50] zu-
rucklegt!

Um den Bremsvorgang zu modellieren, wurde die Funktion vs(t) = =0,14(t — 50)° + 18 ver-
wendet.

Erlautern Sie, in welcher Weise eine Veranderung des Parameters von —0,14 auf —-0,2 den
Bremsvorgang beeinflusst!

b) Berechnen Sie die mittlere Beschleunigung des Zuges vom Anfahren bis zum Erreichen der
Hochstgeschwindigkeit!

Erklaren Sie, wieso der Verlauf des Graphen des v-t-Diagramms im Intervall [14; 16] nicht
exakt der Realitat entsprechen kann!




Wiener U-Bahn

Moglicher LOsungsweg

18 - (60 - 15) = 630
Der Weg ist 630 m lang.

Eine Veranderung des Parameters von —0,14 auf —-0,2 wirde bedeuten, dass der Zug
,Starker” (d. h. mit einer gréBeren negativen Beschleunigung) bremst und daher rascher
zum Stillstand kommt. Auch der Bremsweg verkdirzt sich.

Bei diesem Geschwindigkeitsverlauf wirden die Fahrgaste einen zu starken Ruck bei 15 s
verspuren. Um diesen Ruck zu vermeiden, musste in Wirklichkeit die Geschwindigkeits-
funktion ihre Steigung allméahlich &ndern, sodass kein Knick (wie jetzt) entsteht. Der Knick
des Funktionsgraphen wuirde einen pldtzlichen Sprung der Beschleunigung und somit ei-
nen fur die Fahrgaste unangenehmen Ruck bedeuten. (Adaquate Erklarungen sind als
richtig zu werten.)

LOsungsschlUssel

— 1 Grundkompetenzpunkt fir die Berechnung der Weglange

— 1 Reflexionspunkt flr die Erlauterung. Aquivalente Antworten sind ebenfalls zu werten,
sofern sie klar formuliert sind und sinngemaf eines der folgenden Schlusselwdrter ent-
halten: kdrzerer Bremsweg, schnellerer Stillstand, stérkere negative Beschleunigung,
stérkere Bremsung.

— 1 Grundkompetenzpunkt fir die Berechnung der mittleren Beschleunigung

— 1 Reflexionspunkt fir die Erklarung. Aquivalente Antworten sind ebenfalls zu werten,
sofern sie klar formuliert sind und sinngemaB eines der folgenden Schlusselwdrter ent-
halten: pldtzlicher Ruck, unstetige Anderung der Steigung, ruckartige Beschleunigungs-
verdnderung.
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Grippeepidemie

Aufgabennummer: 2_019 Profungsteil: Typ 1 O Typ 2

Grundkompetenzen: AN 3.3, FA 1.5, AN 1.3

n keine Hilfsmittel

gewohnte Hilfsmittel M besondere Technologie
erforderlich

maoglich erforderlich

Betrachtet man den Verlauf einer Grippewelle in einer Stadt mit 5 000 Einwohnern, so lasst
sich die Anzahl an Erkrankten E in Abhangigkeit von der Zeit t (in Tagen) ann&hernd durch eine
Polynomfunktion 3. Grades mit der Gleichung E(t) = at® + bt? + ct + d beschreiben.

Folgende Informationen liegen vor:

1) Zu Beginn der Beobachtungen sind 10 Personen mit dem Grippevirus infiziert.

2) Nach einem Tag sind bereits 100 Personen an Grippe erkrankt.

3) Am 3. Tag nimmt die Anzahl an Erkrankten am stérksten zu.

4) Am 8. Tag sind bereits 730 Personen erkrankt.

5) Am 10. Tag erreicht die Grippewelle (d. h. die Anzahl an Erkrankten) ihnr Maximum.

800 | Anzahl der Erkrankten

700 |
600 |
500 |
400 |
300 |
200 |

100 |

-100 |

Aufgabenstellung:

EQ)

a) Berechnen Sie den Wert des Ausdrucks % !

* Diese Aufgabe wurde der im Mai 2013 publizierten Probeklausur (vgl. https://www.bifie.at/node/2231) entnommen.



Grippeepidemie

b)

Kreuzen Sie diejenige(n) Aussage(n) an, die eine korrekte Interpretation des Ausdrucks
E(8) - E(0)

=& =" ist/sind!
5 ist/sind!

Der Ausdruck gibt die prozentuelle Anderung der Anzahl 0
an Erkrankten innerhalb der ersten 8 Tage an.
Der Ausdruck gibt die Zunahme der Anzahl an Erkrankten 0
in den ersten 8 Tagen an.
Der Ausdruck gibt die Ausbreitungsgeschwindigkeit der 0
Grippewelle am 8. Tag an.
Der Ausdruck beschreibt, wie viele Neuerkrankte es am 0
8. Tag gibt.
Der Ausdruck beschreibt die mittlere Anderungsrate der 0
Anzahl an Erkrankten innerhalb der ersten 8 Tage.

Zur Bestimmung der Koeffizienten a, b, ¢ und d werden folgende Gleichungen aufgestellt:

1) d=10

2) a+b+c+d=100
3) 18a +2b=0

4) 300a +20b +c=0

Geben Sie an, welche der angegebenen Informationen durch die vierte Gleichung model-
liert werden kann, und erkléren Sie den Zusammenhang zwischen Information und Glei-
chung!

Geben Sie an, an welchem Tag die progressive Zunahme der Anzahl an Erkrankten (das
heif3t: der Zuwachs an Erkrankten wird von Tag zu Tag gréBer) in eine degressive Zunah-
me (das heilt: der Zuwachs an Erkrankten nimmt pro Tag wieder ab) Ubergeht!

Kreuzen Sie diejenige(n) Aussage(n) an, mit der/denen man eine progressive Zunahme be-
stimmen kann!

E(t1) < E(ty) fur alle t1 > t2

E"(t)>0

O OO0 O

E'(t)=E"(t) = 0




Grippeepidemie

Moglicher LOsungsweg

a) E(8)gE(O) _ 7308—10 90
(Innerhalb der ersten 8 Tage nimmt die Anzahl der Erkrankten um durchschnittlich 90 Per-

sonen pro Tag zu.)

Der Ausdruck beschreibt die mittlere Anderungsrate der

Anzahl an Erkrankten innerhalb der ersten 8 Tage.

b) ,Am 10. Tag erreicht die Grippewelle (d. h. die Anzahl an Erkrankten) ihr Maximum® bzw.
die 5. Information

Diese Textstelle beschreibt das lokale Maximum (den Hochpunkt), d. h., an dieser Stelle
gilt: E'(10) = 0.

Durch das Aufstellen der ersten Ableitungsfunktion und das Einsetzen des Wertes t = 10
erhélt man die nachstehende Gleichung:

E'(t) = 3at?> + 2bt + ¢ = E'(10) = 300a + 20b + ¢ =0

c) Am 3. Tag.

E"(t)>0




Grippeepidemie

a)

b)

c)

— 1 Grundkompetenzpunkt (fir die Berechnung des Ausdrucks)
— 1 Reflexionspunkt (fur das richtige Ankreuzen der zutreffenden Aussage)

2 Reflexionspunkte, davon:

— 1 Punkt fur das Erkennen der zugehorigen Information

— 1 Punkt fur die Erklarung (dieser Punkt ist auch zu geben, wenn die Erklarung nur in
verbaler Form vorliegt oder nur die Rechenschritte durchgeflhrt wurden)

— 1 Reflexionspunkt flr die kontextbezogene Frage
— 1 Grundkompetenzpunkt fur das alleinige Ankreuzen der richtigen Aussage
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Aufgabennummer: 2_024 Prufungsteil: Typ 1 [ Typ 2
Grundkompetenzen: a) AN 1.1 b)AN 1.3, FA2.2 ¢c)WS 1.2, WS 1.3 d)WS 1.1
keine Hilfsmittel gewohnte Hilfsmittel besondere Technologie
erforderlich maoglich O erforderlich

Die Kartoffel ist weltweit eines der wichtigsten Nahrungsmittel.

Die nachstehende Grafik zeigt die Entwicklung der Kartoffelerzeugung in Osterreich vom
Jahr 2000 bis zum Jahr 2011.

Kartoffelerzeugung
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In der nachstehenden Abbildung werden Kartoffelexporte und -importe fur den gleichen Zeit-
raum einander gegenubergestellt.
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Kartoffeln in Osterreich

Aufgabenstellung:

a)

Entnehmen Sie der entsprechenden Graphik, zwischen welchen (aufeinanderfolgenden)
Jahren die absolute Zunahme (in Tonnen) und die relative Zunahme (in Prozent) der Erzeu-
gung im Vergleich zum Vorjahr jeweils am groBten war! Geben Sie die entsprechenden
Werte an!

Im vorliegenden Fall fand die groBte relative Zunahme der Erzeugung in einem anderen
Zeitintervall statt als die groBte absolute Zunahme.

Geben Sie eine mathematische Begrindung an, warum die gréBte relative Zunahme und
die groBte absolute Zunahme einer GroBe oder eines Prozesses nicht im gleichen Zeit-
intervall stattfinden mussen!

E2011 = E2000

Berechnen und interpretieren Sie den Ausdruck , wobei Ean die Exportmenge in

einem Kalenderjahr angibt! Geben Sie bei der Interpretation auch die entsprechende
Einheit an.

Die Exportentwicklung von 2000 bis 2011 soll durch eine lineare Funktion f approximiert
werden, wobei die Variable t die Anzahl der seit 2000 vergangenen Jahre sein soll. Die
Funktionswerte fur die Jahre 2000 und 2011 sollen dabei mit den in der Graphik angefihr-
ten Werten Ubereinstimmen. Geben Sie eine Gleichung dieser Funktion f an!

Stellen Sie in der nachstehenden Abbildung die Differenz ,Export minus Import® der Men-
gen an Kartoffeln fur die Jahre 2003 bis 2009 in einem S&ulendiagramm dar!

Saldo Export — Import

60
40

20

Saldo in 1000 Tonnen
o

2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009
-20
-40
-60
Jahr

Berechnen Sie das arithmetische Mittel dieser Differenzen fir die genannten Jahre!




Kartoffeln in Osterreich

d)

Ein Index ist eine statistische Kennziffer, um die Entwicklung von GréBen im Zeitverlauf dar-
zustellen. Oft wird der Ausgangswert mit dem Basiswert 100 versehen. Ein Index von 120
bedeutet beispielsweise, dass eine GroBe seit dem Basiszeitpunkt um 20 % gestiegen ist.

Die nachstehende Graphik zeigt die Entwicklung der in Osterreich verzehrten Kartoffel-
menge (Nahrungsverbrauch) bezogen auf das Jahr 2000.
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Geben Sie jeweils ein Jahr an, in dem die Einwohnerzahl in Osterreich hdher bzw. niedriger
war als im Jahr 2000! Begrinden Sie lhre Antwort!

Zeichnen Sie in die nachstehende Graphik zwei mogliche Saulen flr ein Jahr, in dem der
absolute Nahrungsverbrauch niedriger und die Bevolkerungszahl hdher war als im

Jahr 2000!
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Kartoffeln in Osterreich

Moglicher LOsungsweg

a)

absolute Zunahme zwischen 2003 und 2004: 133 000 Tonnen
absolute Zunahme zwischen 2010 und 2011: 144 000 Tonnen

Die groBte absolute Zunahme war im Zeitintervall von 2010 bis 2011.
relative Zunahme zwischen 2003 und 2004: 23,75 %
Losungsintervall in Prozent: [23; 24]

relative Zunahme zwischen 2010 und 2011: ca. 21,43 %
Losungsintervall in Prozent: [21; 22]

Die groBte relative Zunahme war zwischen 2003 und 2004.

Da fur die Berechnung der relativen Zunahme einer GroBe auch der Bezugswert entschei-

dend ist, mUssen groBte absolute Zunahme und groBte relative Zunahme einer GréBe oder
eines Prozesses nicht im gleichen Zeitintervall stattfinden. Aquivalente Formulierungen sind
ebenfalls als richtig zu werten.

E—2°“1_1E2°°° ~ 12000 Tonnen pro Jahr

Die durchschnittliche Zunahme des 6sterreichischen Kartoffelexports betragt
ca. 12000 Tonnen pro Jahr.

L6sungsintervall: [12 000; 12 100]

Die richtige Einheit muss in der Interpretation vorhanden sein.

fmit f(t) = 75000 + 12000 -t oder () = 75 + 12+t oder f(t) :%-t+75

Jede jahrliche Zunahme aus dem oben angeflhrten Losungsintervall muss akzeptiert werden.
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Kartoffeln in Osterreich

Genauigkeit der Saulenlangen: Toleranzbereich = 5000 Tonnen

-53-17+20-32-45+17-10
7 =4

arithmetisches Mittel: -17

L6sungsintervall: bei Berechnung in 1000 Tonnen: [-18; —16]; bei Berechnung in Tonnen:
[-18000; =16 000]

— niedrigere Einwohnerzahl (als im Jahr 2000) in den Jahren: 2002 (prozentuelle Verande-
rung des Nahrungsverbrauchs kleiner als jene des Nahrungsverbrauchs pro Kopf)

— hoéhere Einwohnerzahl (als im Jahr 2000) in den Jahren: 2004, 2006, 2008 und 2010
(prozentuelle Veranderung des Nahrungsverbrauchs groBer als jene des Nahrungsver-
brauchs pro Kopf)

Die Angabe eines Jahres ist hier ausreichend.

Die Saule fur den gesamten Nahrungsverbrauch muss niedriger sein als die Saule fur
100 % im Jahr 2000. Die Saule fur den Nahrungsverbrauch pro Kopf muss bei einer stei-
genden Bevdlkerungszahl niedriger als die Saule flir den gesamten Nahrungsverbrauch
sein.
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Wasserstand eines Bergsees

Aufgabennummer: 2_001 Prufungsteil:

Typ 1 O Typ 2

Grundkompetenzen: AN 1.1, AN 1.3, AN 3.3

keine Hilfsmittel ggwqhnte Hilfsmittel
erforderlich maglich

besondere Technologie
erforderlich

Die Funktion h beschreibt die Wasserhdhe eines Bergsees in Abhangigkeit von der Zeit t. Die

nachstehende Abbildung zeigt den Graphen der Funktion h.

T Wasserh6he h (in m)

D =491

Zeit t (in Wochen)

F'=(7,9|4,7)

-2

Aufgabenstellung:

a) Bestimmen Sie den Wert des Differenzenquotienten des Wasserstands im Intervall [0; 2]
und beschreiben Sie in Worten, was dieser Wert angibt! Um wie viel Prozent ist die Was-

serhdhe wahrend der ersten zwei Wochen gestiegen?

b) Was beschreibt die erste Ableitungsfunktion h” der Funktion h? Bestimmen Sie nahe-
rungsweise den Wert des Differenzialquotienten der Wasserh6he zum Zeitpunkt ¢t = 6 und

beschreiben Sie in Worten, was dieser Wert angibt!

c) Was beschreibt die zweite Ableitungsfunktion h” der Funktion h? Wann etwa nimmt die

Wasserndhe am starksten zu?

7

) ) [

8 9




Wasserstand eines Bergsees

Moglicher LOsungsweg

32-26
) 2-0
Woche um 0,3 m zu.
3,2:2,6=~1,23 = Der Wasserstand nahm um ca. 23 % zu.

= 0,3 = Bis zum Ende der zweiten Woche nimmt die Wasserhodhe im Mittel pro

b) Durch die erste Ableitungsfunktion h” ist die Anderungsgeschwindigkeit der Wasserhéhe
bestimmt.
h’(6) ~ 1,6 = Das bedeutet, dass nach sechs Wochen die momentane Anderungsrate
1,6 m pro Woche betragt.

c) Die zweite Ableitungsfunktion h” beschreibt das Monotonieverhalten der Anderungsrate der
Wasserhdhe bzw. die momentane Anderungsrate der Anderungsgeschwindigkeit der Was-
serhéhe. Die Wasserhdhe nimmt nach ca. 6,5 Wochen am stérksten zu.
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Kettenlinie

Aufgabennummer: 2_030 Prafungsteil:  Typ 1 U Typ 2

Grundkompetenzen: AG 2.5, AN 1.1, AN 1.3, FA1.4, FA1.5,FA1.7, FA3.2

Hangt man ein Seil (oder beispielsweise eine Kette) an zwei Punkten auf, so kann der Verlauf
des Seils unter bestimmten Bedingungen durch eine Funktion der Form x — % . (e§ + efg) mit
a € R* modelliert werden.

Der Wert der Konstanten a hangt dabei von der Seillange und vom Abstand der beiden Auf-
h&ngepunkte ab.

Der vertikale Abstand zwischen dem tiefsten Punkt des Seils und seinen Aufhdngepunkten wird
als Durchhang bezeichnet.

Ein bestimmtes Seil kann modellhaft durch eine Funktion f der obigen Form mit a =4 be-
schrieben werden (x und f(x) in Metern). Die beiden Aufhdngepunkte P, und P, befinden sich in
gleicher H6he und ihr Abstand betragt d = 6 m.

Aufgabenstellung:

a) Geben Sie eine Gleichung an, mit der die Stelle mit dem maximalen Durchhang des durch
f beschriebenen Seils berechnet werden kann, und ermitteln Sie diese Stelle!

Geben Sie eine Funktionsgleichung f, an, mit der ein Seil modelliert werden kann, welches
an jeweils 1 m tieferen Aufhangepunkten montiert ist und denselben Durchhang wie das
durch f beschriebene Seil aufweist!




Kettenlinie

b)

Geben Sie eine Gleichung an, mit der der Durchhang & des durch f modellierten Seils be-
rechnet werden kann, und ermitteln Sie diesen Durchhang!

Die nachstehende Abbildung zeigt den Graphen der Funktion &,, der die Abhéangigkeit
des Durchhangs von der Lange des Seils zwischen den Aufhdngepunkten P, und P, be-
schreibt.

5 Durchhang &, (in m)
2 -
1 -
Seillange (in m)
O T T T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Geben Sie mithilfe der oben dargestellten Abbildung die Lange des in der Einleitung be-
schriebenen Seils an! Ermitteln Sie weiters, um wie viele Meter der Durchhang zunimmt,
wenn das Seil durch ein zwei Meter langeres Seil (gleicher Beschaffenheit) ersetzt wird,
das an denselben Aufhdngepunkten montiert ist!

Der Graph der Funktion f kann durch den Graphen einer quadratischen Funktion g mit
gxX)=b-x?>+c mit b, c € R* angenadhert werden. Der Graph von g verlauft durch die
Aufhangepunkte P, und P, und den Tiefounkt des Graphen von 1.

Geben Sie alle Gleichungen an, die fUr die Berechnung von b und ¢ notwendig sind, und
ermitteln Sie die Werte dieser Parameter!

Geben Sie eine Gleichung an, mit der der groBte vertikale Abstand von f und g zwischen
den beiden Aufhdngepunkten berechnet werden kann!

Der Graph der Funktion f kann auch durch den Graphen einer Polynomfunktion h vierten
Grades angenahert werden. Fur den Graphen von h gelten folgende Bedingungen:

Er verlauft durch die Aufhéngepunkte P, und P, und den Tiefounkt des Graphen von f und
hat in den beiden Aufhangepunkten dieselbe Steigung wie der Graph von f.

Dricken Sie alle gegebenen Bedingungen mithilfe von Gleichungen aus!

Ermitteln Sie anhand dieser Gleichungen eine Funktionsgleichung von h!
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-(e%-e‘f):o = -0
f(x) = f(x) -1 =%.(e%+e—g)_1

b) ©&=1(3)-f0)
6~1,2m

Die Seillange betragt ca. 6,6 m.
6.(8,6) ~ 2,8 = Der Durchhang nimmt um ca. 1,6 m zu.

c) g0)=4=c
g@) =f3~518=9-b+4 = b=~0,13

groBter vertikaler Abstand:
(90) = ) = 0

h(x) = 0,0007 - x* + 0,125 - x> + 4
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Aufnahme einer Substanz ins Blut

Aufgabennummer: 2_026 Prafungsteil:  Typ 1 U Typ 2

Grundkompetenzen: AG 2.1, AN 2.1, AN 3.3, FA 1.2, FA1.5, FA1.7

Wenn bei einer medizinischen Behandlung eine Substanz verabreicht wird, kann die Konzent-
ration der Substanz im Blut (kurz: Blutkonzentration) in Abhangigkeit von der Zeit t in manchen
Fallen durch eine sogenannte Bateman-Funktion c(t) = d - (e — e™") mit den personenbezo-
genen Parametern a, b, d > 0, a < b modelliert werden. Die Zeit t wird in Stunden gemessen,
t = 0 entspricht dem Zeitpunkt der Verabreichung der Substanz.

Die Bioverfligbarkeit f gibt den Anteil der verabreichten Substanz an, der unverandert in den
Blutkreislauf gelangt. Bei einer intravendsen Verabreichung (d. h. einer direkten Verabreichung in
eine Vene) betragt der Wert der Bioverfligbarkeit 1.

Das Verteilungsvolumen V beschreibt, in welchem Ausmal sich die Substanz aus dem Blut in
das Gewebe verteilt.

Der Parameter d ist direkt proportional zur verabreichten Dosis D und zur Bioverfugbarkeit 7,
auBerdem ist d indirekt proportional zum Verteilungsvolumen V.

Die nachstehende Abbildung zeigt exemplarisch den zeitlichen Verlauf der Blutkonzentration in
Nanogramm pro Milliliter (ng/ml) flr den Fall der Einnahme einer bestimmten Dosis der Subs-
tanz Lysergsaurediethylamid und kann mit der Bateman-Funktion ¢, mit den Parametern
d=19,5, a=0,4 und b =1,3 beschrieben werden.

Der Graph der Bateman-Funktion weist flr groBBe Zeiten t einen asymptotischen Verlauf gegen
die Zeitachse auf.

Blutkonzentration ¢, () (in ng/mi)

o T T T T T T T T
O 1 2 3 4 5 6 7 8
Zeit t (in h)
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Aufgabenstellung:

a)

Geben Sie eine Gleichung an, mit der der Zeitpunkt der maximalen Blutkonzentration fir
die in der Einleitung beschriebene Bateman-Funktion ¢, berechnet werden kann, und
ermitteln Sie diesen Zeitpunkt!

Begrinden Sie allgemein, warum der Wert des Parameters d in der Bateman-Funktion ¢
nur die GroBe der maximalen Blutkonzentration beeinflusst, aber nicht den Zeitpunkt, zu
dem diese erreicht wird!

Die Werte der Parameter a, b und d der Bateman-Funktion variieren von Patient zu Patient.
Es wird im Folgenden angenommen, dass der Wert des Parameters d fUr drei untersuchte
Patienten P,, P,, P, identisch ist.

Far den Patienten P, gelten die Parameter aus der Einleitung. Bei Patient P, ist der Wert
des Parameters a etwas groBer als bei Patient P, .

Beschreiben Sie, wie sich der Graph der Bateman-Funktion verandert, wenn der Wert des
Parameters a erhoht wird, der Parameter b unverandert bleibt und a < b gilt! Interpretieren
Sie diese Veranderung im gegebenen Kontext!

Patient P, erreicht (bei gleicher verabreichter Dosis) die maximale Blutkonzentration zeit-
gleich mit Patient P,, die maximale Blutkonzentration von Patient P, ist aber groBer.
Ermitteln Sie, wie sich die Werte von a und b bei der Bateman-Funktion flr Patient P, von
jenen von Patient P, unterscheiden!
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c)

Kreuzen Sie digjenige Formel an, die den Zusammenhang zwischen dem Parameter d
der Bateman-Funktion und den in der Einleitung beschriebenen GroBen V, D und f korrekt
beschreibt! Der Parameter A ist dabei ein allgemeiner Proportionalitatsfaktor.

_). D
d:)\-%/ ]
).Vt
a=1r Y ]
_).D-f
d=2-2 ]
AV
d=A-—1- ]
V-D

Bei einem konstanten Wert des Parameters d und der BioverfUgbarkeit f kann man die
verabreichte Dosis D(V) als Funktion D in Abhangigkeit vom Verteilungsvolumen V auffas-
sen. Beziehen Sie sich auf die von Ihnen angekreuzte Formel und geben Sie fur die Para-
meterwerte der in der Einleitung dargestellten Bateman-Funktion und fir den Fall einer
intravendsen Verabreichung die Funktionsgleichung D(V) an! Geben Sie weiters an, um
welchen Funktionstyp es sich bei D handelt!
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Maoglicher Losungsweg

c,(f) = 19,5 - (e04t - e13)

1

Cj (t) = 1915 . (_Oy4 . 670’4'1 + 1,3 . 871’3'1) = O
t =~ 1,31 Stunden

c,”(1,31) ~=4,15< 0

Mogliche Begrindungen:

FUr die Berechnung des Zeitpunkts der (lokalen) maximalen Blutkonzentration muss die
Gleichung c’(t) = 0 nach t gelost werden. Der Parameter d féllt bei dieser Berechnung
weg und beeinflusst somit nur die Hohe der maximalen Blutkonzentration zum ermittelten
Zeitpunkt.

oder:

c'ty=d-(-ra-e®'+b-e*)=0 = t= —In(a; :Ig(b)

Formel nicht auf. Der Zeitpunkt der maximalen Blutkonzentration t ist somit von d unabhangig.

= Der Parameter d tritt in dieser

Bei einer Erhdhung des Wertes von a verschiebt sich das lokale Maximum der Funktion bei
einem niedrigeren Funktionswert ,nach links“. Das bedeutet, dass die maximale Blutkon-
zentration frUher erreicht wird und geringer ist.

Bei Patient P, ist (bei der Bateman-Funktion) der Wert von a kleiner und der Wert von b
gréBer als bei (der Bateman-Funktion von) Patient P, .

Die Funktionsgleichung lautet D(V) = 1975 - V.
Es handelt sich um eine lineare Funktion.




